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Problema 1

Sea P el poliedro representado por el siguiente conjunto de restricciones:
X1+ 3x,=6
x3—5x, =0
Xy =2
x=0
a.- Grafique el poliedro.
b.- Transforme el poliedro a forma estandar
c.- ¢éQué restriccidn se podria agregar para que el problema se viera “mds amigable” sin cambiar
la region factible?
d.- Interprete graficamente las variables de holgura incluidas.
e.- Bajo la restriccion impuesta en la parte c. ¢Qué ocurre con el origen? Describa todas las bases
qgue forman el origen.
f.- De un ejemplo de funcién objetivo para que la solucion quede en:
e vértice (2,3)

e Sobre toda la restriccion x4+ 3x,= 6

Problema 2
Considere un poliedro en forma estandar {YE R | Ax= b}, donde las filas de la matriz

Ae R™ son linealmente independientes.

a) Suponga que hay dos Bases distintas asociadas a la misma solucién basica x.
Muestre esta solucién es “degenerada”.

b) Suponga que todas las soluciones basicas factibles son “no degeneradas”. Sea
x€ P tal que exactamente m de sus componentes son positivas. Muestre que
xes una solucién bésica factible. Qué ocurre si eliminamos el supuesto de “no
degeneradas”?.

Problema 3

Considere el problema de minimizacion ¢ x en el poliedro P, pruebe lo siguiente:

a) Una solucién factible x es éptima ssi ¢ d 2 0, para toda direccion factible d en x.
b) Una solucion factible x es la Unica solucién éptima ssi ¢' d > 0 para toda direccién
factible d # 0 en x.

Problema 4

Consideremos el problema de max{cx: x € P}, y asuma que P # @ entonces existe una solucién

Optima, o el problema es no-acotado.
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El drea en blanco representa la region factible.

b)

.'X-'1+ 3x+2_ 3.'1-'_2 +.'X-'3 =6
X1_5x+2 +5.'X-'_2 +.'X-'4 =0
X1 +.'X-'5: 2
XX x5, x5 Xaxs = 0

c) Se podria agregar x> = 0, y el poliedro quedaria de la misma forma:

.'X-'1+ 3x:+.’X-'3 =6
x1—5x2 +.'X-'4 =10
X1 +.'X-'5: 2

Ky X3 X9, X8,X =0

d) Las variables de holgura se pueden interpretar graficamente como un eje de coordenadas
perpendicular a la restriccién en la cudl estd definida. Asi, valdran cero donde la restriccion
original es activa, serdn positivas dentro de la region factible, y negativas fuera de ella.

e) El origen queda con la particularidad de que tiene una variable basica igual a cero. Si se fijan, en
el origen las variables X1, %2 y X4 valen cero. Luego podemos tomar como base las siguientes

combinaciones de variables:

Xq,X3,Xg
X9, Xg,Xg

X4 X3 Xg



f) Una funcidn objetivo que tenga el éptimo en el vértice (2,4/3) serd una
Problema 2

a) Sean By, B> dos bases distintas asociadas a .

Supongamos que X es no degenerada. Luego por definicién de solucidn bésica factible se tiene
que x¥; =0 Wi € By, (variables no basica), y por otro lado x; = 0 ¥j € B;.

Para las variables basicas se tieneque x; = 0 Vi€ By y x; =0 Wj & B;. Luego como las bases

son distintas existe k € By, tal que k & B3, o viceversa.
Como k € By entonces i = 0. Por otro lado, como k & Bs, entonces i, = 0.

Como las dos bases definen a X se tiene que X = 0, luego, como k £ By, se tiene una variable

bésica nula. Por lo tanto, X es una solucién bésica degenerada. =><=.
b) Como x € P cumple que Ax=b, Luego ¥}, 4;x; = b.
Sean {B(1), ..., B(m)} los indices de las componentes positivas de x.

Luego, E_:-’”;iﬂg.:ﬁxg,:ﬁ = b es un sistema de mxm, con solucién unica, lo que implica que las
columnas Ag;; son Li., luego x es una solucion basica. (Notar que se puede concluir lo mismo,

diciendo que las filas son L.i. y por ende hay m restricciones activas en x).

Si eliminamos el supuesto de “no degeneradas” el punto x no serd necesariamente una solucion
basica factible, ya que puede ocurrir que un punto interior tenga m componentes positivas, basta
considerar el punto donde se produce la degenerancia y moverse hacia el interior del poliedro
aumentando las variables bdsicas que son nulas. Con esto se tienen m componentes positivas en
un punto interior.

Como xe P cumple que Ax =5, luego 241: =b
i=l

Sean {B(l) ..... B(m)} los indices de las componentes positivas de x.

m
Luego ZAHF .X. . =b es un sistema “cuadrado” con solucién Unica, lo que implica
(7 B())
Jj=l
que las columnas A4, , son Li.

Si las m columnas son l.i. entonces las m filas también lo son, por lo que se tienen
m restricciones activas Li.

Luego x esuna solucion basica factible.

Si eliminamos el supuesto de “no degeneradas” el punto x no sera necesariamente
una solucidn basica factible, ya que puede ocurrir que un punto interior tenga m
componentes positivas, basta considerar el punto donde se produce la degenerancia
y moverse hacia el interior del poliedro aumentando las variables basicas que son
nulas. Con esto se tienen m componentes positivas en un punto interior.



Problema 3
a)
= Condicidn suficiente (por contradiccion)
Sea x solucién dptima (cfx < c'y VyeP)
Supongamos que 3 d tal que ctd < 0
Seay =x + 6d, g >0
Como x es 6ptimo:  ¢lx < cly
ctx < ct(x + 8d)
0 <6c'd

0 <cld »«

< Condicién necesaria
Supongamos que c‘d = 0 ¥ d direccién factible
Seaytalqued =y —x

ctd =0

cty—x)=0

cty =z ctx

Luego x es dptimo

b)

< Condicidn necesaria

Seay otra solucién dptima, con x#y

Como yeP,Jun d talque:y = x + 8d, ya que P es convexo
Tenemos que ctd > 0 V¥ d factible, en particular para d

ctd >0

Si multiplicamos la ecuacion anterior por 8 y le sumamos c¢tx
ct(x - Bd) >clx
cty > ctx

Luego x es el Unico optimo.

= Condicion suficiente (por contradiccion)
Sea x el Unico dptimo  ¢fx < cty Vy € P/{x}
Ademas, todo y € P/{x} se puede escribir como:y = x + fd con 8 > 0,yaque Pes
convexo
Supongamos que 3 d factible tal que cfd <0
Al multiplicar por 8 y sumar cx en ambos lados, obtenemos:
cf(x+60d) < c'x

cty <clx -«



