Distribuciones multivariadas

Si Xy, Xo,..., X, son variables aleatorias discretas, definiremos la

funcion de probabilidad conjunta de X como
p(x) = p(x1,22,...,21) = P(X1 =21, Xo = 22,..., X, = 1)

Propiedades:
= p(x) > 0 para todo x.

= > p(x) =1, donde la suma se toma sobre todos los posibles valores

de x.

La funcion de probabilidad marginal para la variable X; se define como

pi(z;) = P(X; = ;) :Zp(xlv“"xiv""xp)

donde la suma se realiza sobre todos x tales que su i-ésima componente

es I;.

Diremos que X1, Xo, ..., X, son independientes si

p(x) = H pi(z;)
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Recordemos que la probabilidad condicional del evento A dado que

ocurre el evento B se define como:

P(ANB)

P(AIB) = =5

Analogamente, si X7 y X5 son variables aleatorias discretas, definiremos

la funcion de probabilidad condicional de X; dado X2 = x5 como

p($1,213'2)
p(x1|re) = P(X1 = 21| Xo = 23) = ————
(@1fr2) = P(X) = 1] Xp = z2) = 205
Con mayor generalidad, puede definirse
p(x)
P\r1,..., | Tr+1y--.,T ==
( ‘ + p) p($k+1, o ,xp)

En el caso de variables aleatorias continuas, definiremos analogos para
la funcién de densidad y la funcién de distribucién. La funcion de

distribucion conjunta de X1, Xa, ..., X, se definird como

F(x)=F(z1,...,2p) = P(X1 <z1,..., X, < xp)

(Nétese que esta definicién es vélida también para variables discretas)
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La funcion de densidad conjunta es la funcién f(x) = f(z1,...,x,) tal

:/ / flu, ... up)duy ... duy

que

En este caso,

OPF(x1,...,Tp)
8.@18.@2 N 8£Cp

f(x) =

La funcién de densidad conjunta satisface las siguientes propiedades:

» f(x) > 0 para todo x.
L] f_ f f d.’,Ul =1.

Distribuciones marginales y condicionales pueden ser definidas en el

caso continuo de manera analoga al caso discreto.

() / / f(x)dxy ...dxi—1dzipq ... dx, =1

_ flx1,2)
Hnle) =)
0, mas generalmente,
_ f(x)
f(xlv"ka xk-l—lv"wxp) - f(xk;+1,---,$p)




Medias, varianzas y correlaciones

El valor esperado de X es el vector u? = [u1,. .., up] tal que

w = E(X;) = /OO xfi(x)dx

— 0

es la media de la i-ésima componente de X. (Si X; es discreta,
pi = E(Xi) = > api(z))

La varianza de la i-ésima componente de X viene dada por

0? =Var(X;) = E(X; — ;)* = EX? — ui?

La covarianza de dos variables X; y X, se define como
oij = Cov(X;, X;) = E[(X; — i) (X — py)] = E(Xi X;) — papy

. _ 2
Notese que 0;; = 0




Cuando se trabaja con p variables, se tienen p varianzas y %p(p —1)
covarianzas. En este caso, es 1til presentar todas estas cantidades en

una matriz p X p de la siguiente manera:

2
07 012 Olp
2
012 09 O'Qp
> =
o g 02
| pl p2 . o . p i

Esta matriz se denomina matriz de dispersion, matriz de variancia y
covarianza o simplemente matriz de covarianza. Nétese que esta matriz

es simétrica.

> puede también escribirse en alguna de las siguientes formas:

S = B(X - p)(X - )]
= EXX']-pp!
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Consideremos ahora la variable aleatoria univariada Y definida como

una combinacién lineal de Xy,..., X,. En ese caso
Y =a’X
donde a’ = [ay,as, ..., ap) es un vector de constantes. Entonces
EY)=alp
y

Estos resultados pueden generalizarse al caso en el cual A es una matriz
de constantes p x m. En ese caso ATX es un vector m x 1, y tiene vector

de medias y matriz de covarianza dados por las siguientes expresiones:

E(ATX)=ATp

Var(ATX) = ATSA




La correlacion entre dos variables aleatorias X; y X; se define como

Uij

Pij =
O'Z'O'j

= Es una medida de dependencia lineal entre variables.
= |pil <1

» 5i X; y X; son independientes, p;; = 0. El reciproco no es cierto.

Cuando se tienen p variables X1, Xs,..., X, es en general conveniente
presentar las p(p — 1)/2 correlaciones en una matriz simétrica cuyo
elemento ij es p;; (ndétese que todos los elementos de la diagonal son 1).

Esta matriz se denomina matriz de correlacion y se denotara por P.

Si definimos D = diag(o1,09,...,0,), puede verse que:
> = DPD
P = D 'uD™!

Tanto Y como P son matrices semipositivo definidas, y tienen el mismo

rango. Si rango(X) = rango(P) = p, las matrices son positivo definidas.




Distribucion Normal multivariada

En el caso univariado, decimos que una variable aleatoria X tiene
distribucién normal con media p y varianza o? (X ~ N(u,0?)) si su

funcion de densidad tiene la forma

1

— cxpl—(z — p)?/20°

flz) =

En el caso multivariado, decimos que el vector X sigue una distribucion

normal multivariada si su funcién de densidad conjunta es de la forma

00 = Gsararsiva Pl (= 1) e = o)

donde ¥ es una matriz p X p no singular, simétrica y positiva definida.

Si |X] = 0, x tienen una distribucién degenerada.
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Caso Bi-variado

En este caso X = (X7, X5); la media es 0 = (u1, o) y la matriz de

Varianza-Covarianza tienen la forma:

012 O'%
donde |X| = 0203(1 — p?); p es la correlacién entre X1 y Xo y

012 = poi02 €s la covarianza entre X, y Xs.

= Si p =0 X; y X2 no estan correlacionadas y ademas son

independientes.

= Si X7 y X5 son independientes esto implica que X7 y X5 no estan
correlacionadas. Esto se cumple para todas las distribuciones

bivariadas.

= Si p = 0 esto no implica independencia. Sin embargo esta afirmaciéon

si es cierta para la distribuciéon normal.




Distribuciones marginales normales

Y 0 by by
Son X — 0= Y oy 11 12
Z 0 o1 a2
donde:
Y :gx1, X¥i1:9X%Xq
Z:r X1, Yog:irXr
Oy :qx1,X19:qxr
Oz :rx1,g+r=0p

SiXYqi1 >0y Yo >0,Y y Z tienen densidades:

Y ~ N(by,%11)
Z ~ N(0z,%2)

Esto se puede demostrar calculando por ejemplo la distribucién

marginal de:

9(y) = / fly, 2)dz
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Distribuciones normales condicionales

Sea X : p x 1 un vector de variables aleatorias tal que:

X~ N(0,%)
Entonces la distribucién condicional:

Y|Z =2~ N0y + 212555 (2 — 02),511.2)

donde 211,2 = 211 — 21222_21221.
En el caso bi-dimensional: X = (X1, X3)"; 0 = (61,05)

Y11 =07, Y12 = po102, Yag =03 y L1102 = 01 (1 — p?)
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Media muestral y matriz de covarianza

muestral

Sean X1, Xs,...,X,, observaciones de una variable aleatoria X, x.

Entonces el vector de medias muestrales se calcula como

2 im1

(Xij — X )?

Z?:1(Xij - X

n—1

X11—X;

. Xo1 — X1
X* =

X1 — X1

n—1

S puede escribirse con ﬁX *T' x* donde

X120 — X o
Xoo — X o
Xno — X2

le _X.p
Xop, — X,
Xop — X p
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La matriz de correlaciéon muestral R tiene elementos

(Nétese que si j =k, rjp = 1)

R puede escribirse como R = ﬁf( TX . donde

| (Xll —X',l)/sl (Xlz_X72)/82 (le—X_p)/Sp ]
- (X21 —le)/sl (X22 —X72)/82 (Xgp —X,p)/sp
X —

i (an —le)/sl (Xng —X72)/82 (an—X.p)/Sp ]

La matriz de covarianza muestral y la matriz de correlacion muestral se

relacionan a través de la expresién
R=D"'/?8D"1/?

donde D = diag(s?,s3,..., 3123).

Teorema del Limite Central Multivariado

Si las filas de la matriz de datos X representan una muestra de una
variable aleatoria multivariada X con E(X) = p y Cov(X) = X,
entonces la distribucién asintética de X es una normal multivariada con

vector de medias pu y matriz de covarianza %Z.




