Control 3 - Mecanica Estadistica

Duracién: 1:30 hrs. Prof. Alvaro Nafiez
Fecha 18 de Noviembre a las 12:00

1. Distribuciones Cuanticas

Discuta cuidadosamente los limites en que el efecto de la estadistica cuantica de las particulas
en las funciones de ocupacién bosénica y fermidnica se hace (1) despreciables (limite clasico) y (2)
dominantes (limite cuantico o degenerado)
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2. El principio variacional de Bogoliubov

El calculo exacto de la funcién particién (o de la energia libre de Helmholtz) es un problema
insoluble, salvo en ejemplos muy especificos. En este problema usted demostrara un principio variacional
muy Gtil en la construccion de modelos y aproximaciones. Consideremos un Hamiltoniano arbitrario
H = Ho + H1, separado en dos contribuciones. Una parte, Hg, es soluble (i.e. cuya funcién particion,
Zp, y cuya energia libre Fg pueden ser evaluadas). La segunda parte, H; hace el problema de calcular
Zy F para H insoluble. Demostraremos la desigualdad de Bogoliubov, que establece que si evaluamos
el promedio de la energia H; con respecto a Ho:

F < Fo+ (Hi)o (1)

1. Considere el Hamiltoniano H(\) = Ho+AH1. Muestre que la energia libre de este Hamiltoniano,
F () satisface:

dF d&2F
> (H1) Y, e

- = —B(F — (Ha))* 2)
donde los promedios estan referidos al ensemble candnico para el Hamiltoniano H(X).
2. Concluya que F(X) es concava y argumente geométricamente que:

dF

< =
FO) < F( O)+>\d)\ .

3)

y concluya la desigualdad de Bogoliubov.

3. Interprete fisicamente la desigualdad.
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3. BEC en gases atrapados

Considere un gas de atomos bosénicos (e.g. 8" Rb) suficientemente diluido, de modo que la apro-
ximacién de no interactuantes es razonablemente precisa, y ademas, sujetos al potencial de confina-
miento:

2

1 1 1
Vit (X, y, 2) = imwxx2 + Emwyy2 + Emwzz ) (4)

con niveles de energia trivialmente dados por:

1 1 1
Encnyn, = (nx + 2) hwy + (ny + 2) hwy + (nz + 2) fiw, (5)

Demuestre que la temperatura de condensacion de Bose-Einstein en este sistema depende del nimero
de atomos (N):

T = o fiwe VN (6)
donde o es un nimero (no necesita evaluarlo pero es ~ 0,94) y wy = JWxw,w;. Demuestre adicio-
nalmente que, para T < TC(O), la fraccion de atomos que forma parte del condensado es:

No T\°
v () "
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4. Calor especifico del Grafeno

El grafeno esta constituido por &tomos de carbono en un arreglo bidimensional. Desde un punto de
vista practico el grafeno es de gran interés actual. Tras su sintetizacion (mediante el procedimiento de
exfoliacion a partir del grafito) sus propiedades eléctricas han sido estudiadas (Nature 438, 197 (2005))
y promete ser un protagonista en el futuro de la electronica. Entre otras caracteristicas interesantes,
esta el hecho que las excitaciones de baja energia se comportan como particulas fermionicas sin masa.
Obedecen el espectro de energias de neutrinos obedeciendo la ecuacién de Dirac, i.e.

e(k) = Ecesr| k| (8)
donde cefr ~ 10° m/s es una velocidad efectiva que depende de los enlaces atémicos entre carbonos.

1. En el caso en que T = 0 todos los estados de energia negativa se encuentran ocupados y todos
los con energia positiva vacios. Determine u(T).

2. Encuentre una expresion integral para la energia de excitacién térmica E(T) — E(0) por unidad
de area.

3. iCual es la densidad de estados para este sistema?

4. Evalle la integral y determine el calor especifico ca de los electrones en el grafeno.
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