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16. NOCIONES DE M ECANICA ESTADISTICA

Comentarios previos

En el Capitulo 4 mencionamos la analogia entre los sistemas termodinamicos y los sistemas me-
canicos, pero dejamos de lado momentaneamente ese tema para desarrollar la Termodinamica
evitando hacer referencia a teorias de la materia. Esto tiene sus ventajas, por cuanto los resulta-
dos termodinamicos tienen gran generalidad, pero también ciertas limitaciones, como hemos te-
nido ocasion de constatar y comentar. El nexo entre las propiedades macroscopicas que trata la
Termodindmica y las propiedades moleculares y atdmicas de la materia estd dado por la Meca-
nica Estadistica, cuyos principios fundamentales fueron introducidos por James Clerk Maxwell y
Ludwig Boltzmann durante la segunda mitad del Siglo XIX, y cuya estructura matematica fue
establecida por Gibbs en su libro Elementary Principles in Statistical Mechanics (1902). Aqui
nos limitaremos a presentar las ideas basicas y algunas aplicaciones, ya que un tratamiento com-
pleto de la Mecanica Estadistica excede los limites de estas notas.

Alrededor de 1870, el gran logro de Boltzmann fue el de relacionar el concepto de entropia, que
es una propiedad macroscdpica del sistema, con las propiedades moleculares del mismo. La idea
basica es que la especificacion del estado macroscopico de un sistema es muy incompleta. En
efecto, un sistema que se encuentra en un determinado estado macroscopico puede estar en uno
cualquiera de un numero inmensamente grande de estados microscopicos. La descripciéon ma-
croscopica no permite distinguir entre ellos.

Consideremos por un momento un sistema en equilibrio termodindmico (macroscépico). El es-
tado microscdpico del sistema cambia continuamente (por ejemplo, en un gas, debido a la agita-
cion térmica y a los choques entre las moléculas). No todos los estados microscopicos por los
que pasa el sistema corresponden al equilibrio, pero el nimero de estados microscopicos que co-
rresponden al equilibrio macroscopico es enormemente grande en comparacion con el numero
de los demas estados microscopicos (que no son de equilibrio). Por lo tanto, la probabilidad de
que se observen desviaciones apreciables desde el equilibrio es absolutamente insignificante.

Un ejemplo puede ayudar para comprender esto. Sea un recipiente que contiene gas (ver Fig.
16.1 (a)), digamos 10> moléculas. En el equilibrio la densidad es uniforme y cada mitad del re-
cipiente (indicadas con 4 y B en la figura) contiene en cualquier instante la mitad de las molé-
culas. En realidad no es exactamente la mitad, porque el nimero de moléculas presentes en una
dada parte del recipiente fluctua continuamente, pero la magnitud de las fluctuaciones es insigni-
ficante comparada con el nimero total de moléculas. Veremos luego que para 10*° moléculas,
las fluctuaciones son del orden de 10'° moléculas'. Por ese motivo no se observa nunca que el
gas, partiendo del estado de densidad uniforme (a), pase espontdneamente a un estado en el cual
todas las moléculas estan en una de las mitades del recipiente (como en la Fig. 16.1 (b)). Por su-
puesto podemos preparar el sistema para que quede en el estado representado en la Fig. 16.1 (b),
por ejemplo comprimiendo el gas con un piston hasta la mitad del volumen e introduciendo una
divisién. Si quitamos la division (tendriamos que hacerlo muy rapidamente), el gas queda por un
brevisimo intervalo de tiempo en el estado representado en la Fig. 16.1 (b). Pero en seguida se

! Este numero puede parecer grande, pero en realidad equivale a fluctuaciones de la densidad de una parte en 10'°,

que son inobservables.
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expande hasta ocupar todo el volumen disponible, regresando al estado uniforme” representado

en (a). Después las fluctuaciones serdn muy pequefias. Seria necesario esperar un periodo de
tiempo enorme, inmensamente mas largo que la edad del universo, para que ocurriera una fluc-

tuacion grande en escala macroscopica, y aun asi, subsistiria apenas una minuscula fraccion de

segundo. En consecuencia, se pueden ignorar por completo esas fluctuaciones. La expansion de

un gas en el vacio es un tipico proceso irreversible. Abandonado a si mismo, un gas que inicial-

mente esta en el estado (b) evoluciona hasta el estado (a), pero el proceso inverso no ocurre. Esto

es cierto pese a que las leyes de la Mecanica, que rigen el movimiento de las moléculas, son re-

versibles.

(a)

(b)

(©)

La diferencia basica entre los estados inicial y
final de un proceso irreversible es que el cono-
cimiento de los estados microscopicos en que
se puede encontrar el sistema en el estado final
es menos preciso que en el estado inicial. Por
ejemplo, en el caso de la Fig. 16.1, en el es-
tado (a), cada molécula puede estar en una
cualquiera de las dos mitades 4 o B del reci-
piente, mientras que en el estado (b) sabemos
con certeza que esta en la mitad 4. En otras
palabras, en el estado final contamos con me-
nos informacion acerca de la posicion de las
moléculas. El estado final es un estado menos
ordenado del sistema.

Veremos que la entropia (o el peso estadistico,
que esta intimamente relacionado con la en-
tropia) es una medida cuantitativa del “grado
de desorden” del estado (macroscopico) del
sistema: cudnto mas desordenado estd, mayor
es su entropia. Por ejemplo, si un cristal mo-
noatoémico se sublima convirtiéndose en vapor,
el estado inicial es muy ordenado pues los

Fig. 16.1. Moléculas de gas en un
recipiente: (@) distribucién uniforme en
el volumen completo (A+B), (b)
fluctuacion grande de la densidad con
todas las moléculas en la mitad A, (c) €l
gas comprimido hacia A y mantenido alli
por medio de un tabique.

atomos realizan vibraciones de pequefia am-
plitud alrededor de posiciones de equilibrio
regularmente dispuestas en la red cristalina; en
cambio, en el estado final los 4&tomos del vapor
se mueven casi completamente al azar en todo
el volumen disponible.

Por ser una medida del grado de desorden del estado de un sistema, la entropia es una funcion de
estado: si el sistema sufre una transformacion de un estado inicial a uno final, su variacion no
depende de como se efectia la transformacion. Volvamos por un momento sobre los experi-
mentos de Joule (Capitulo 4): la temperatura del agua se puede aumentar ya sea realizando tra-
bajo mecanico sobre ella, o poniéndola en contacto con una fuente térmica. En ambos casos ocu-

? El tiempo caracteristico para que eso ocurra es del orden de ¢ = L/c, donde L es la dimensién del recipiente y ¢ la

velocidad del sonido en el gas. Para L ~ 10 cm y ¢ ~ 3x10* cm/s resulta £ ~ 3x10*s.
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rre el mismo aumento del desorden (asociado con la agitacion térmica de las moléculas), esto es,
la misma variacién de la entropia. En este caso también hay una variacion de la energia del sis-
tema, pero esto no es esencial en lo que se refiere a la entropia. En la expansion libre (adiaba-
tica) de Joule la energia del gas no varia porque no entra calor al sistema y no se realiza ninglin
trabajo en el ambiente, pero como vimos la entropia aumenta. La entropia no se refiere al ba-
lance de energia de los procesos, que se relaciona con la energia interna y la Primera Ley. La
entropia tiene que ver con la direccion de los procesos naturales y proporciona criterios cuanti-
tativos al respecto.

El peso estadistico de un macroestado

Para aplicar las ideas basicas que presentamos recién es preciso formularlas con precision, intro-
duciendo una medida cuantitativa del “desorden” de un sistema. Con ese fin vamos a considerar
con mas detalle la relacion entre la descripcion de los estados macroscopicos y microscopicos,
que para abreviar llamaremos macroestados y microestados, respectivamente.

Macroestados

Para simplificar la discusion consideraremos un sistema de N moléculas idénticas (un solo com-
ponente). El macroestado del sistema se puede especificar de varias maneras, segun sean las
restricciones que se impongan. Por ejemplo, el volumen de un gas dentro de un cilindro de pare-
des rigidas tiene un valor fijo, pero si el cilindro estd cerrado por un piston que mueve libre-
mente, sobre el cual aplicamos una presion externa constante, el gas (si esta en equilibrio) esta
obligado a mantener la misma presion. En general, llamaremos restricciones a las condiciones
impuestas sobre el sistema que obligan que una o mas de sus variables tomen valores definidos.
Consideraremos por ahora un sistema totalmente aislado. Entonces E, 'y N son fijos y deter-
minan por completo el macroestado de equilibrio del sistema. Para un macroestado que no sea
de equilibrio hay que especificar otros parametros macroscopicos. Por ejemplo, si nuestro sis-
tema es un gas, hay que especificar (entre otras cosas) la densidad de particulas en todo punto y
en todo instante. O, si queremos ser mas realistas, tendremos que especificar la densidad de par-
ticulas promediada sobre elementos de volumen finitos e intervalos de tiempo finitos, segiin sean
las resoluciones espacial y temporal de nuestras medidas. En el equilibrio estas variables adicio-
nales tienen valores definidos: por ejemplo la densidad de particulas de un gas es N/V. Indicare-
mos con « al conjunto de estas variables adicionales (que pueden ser muchas) de modo que un
macroestado se especifica dando (E, V, N, a). Se debe notar que para los estados de no equili-
brio, nuestra especificacion depende del cuan exactas sean nuestras observaciones.

Microestados

La descripcion completa de un microestado es muy complicada, pues en ella interviene un ni-
mero de parametros del orden de N (para un mol N = Ng = 6 x 10%%). Afortunadamente, para la
discusion del equilibrio no hace falta un conocimiento detallado de los microestados, basta con
saber cuantos microestado corresponden a cada macroestado. La idea basica es pues simple,
pero es necesario recurrir a un artificio. Consideremos por ejemplo un gas en una caja de volu-
men ¥V, completamente aislado. Claramente, hay un niimero enorme de maneras de asignar las
posiciones Iy,5,...,Iy y las cantidades de movimiento Py, Po,..., Py de las moléculas de modo
que correspondan a un dado macroestado (por ejemplo, el estado de equilibrio con energia E).
Ademas, cada posicion puede tomar una infinidad continua de valores (todos los puntos dentro
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de V), y lo mismo ocurre con las cantidades de movimiento. En una descripcion clésica, los dife-
rentes microestados forman un continuo no numerable, lo cual plantea una dificultad.

Se puede eludir la dificultad, si recordamos que ninguna medicion tiene precision matematica
absoluta: toda medida de la posicion de una molécula tiene un margen de incerteza or y toda
medida de la cantidad de movimiento tiene una incerteza p (que dependen de la resolucion de
nuestros instrumentos). Por lo tanto, los valores de ry,l5,...,Iy ¥ Pp, P2,---, PNy que se pueden
observar forman en realidad un conjunto discreto, y entonces los microestados también forman
un conjunto discreto y los podemos contar. Sin embargo, esta forma de “contarlos” contiene un
elemento de arbitrariedad. El problema de contar los microestados se aclara si adoptamos el
punto de vista de la Mecanica Cuantica. De acuerdo con la Mecéanica Cuéntica, los microestados
no forman un conjunto continuo, sino discreto. En consecuencia existe un nimero entero de mi-
croestados y éstos se pueden contar sin incurrir en arbitrariedad.

En vista de lo anterior, haremos la suposicion que en general todo macroestado de un sistema
comprende un numero perfectamente definido de microestados.

Peso estadistico de un macroestado

Dejando por ahora de lado el problema de como proceder para contar los microestados, supon-
gamos que lo sabemos hacer. Indicaremos entonces con Q(E,V,N,a) el nimero de microesta-
dos que corresponden al macroestado especificado por (E,V,N,a), y cuya energia estd com-
prendida en el pequefio intervalo entre £y E + 6E. El nimero Q(E,V,N,a) se llama peso esta-
distico del macroestado (a veces se lo llama también “probabilidad termodinamica” pero no es
un buen nombre, pues €2 no es una probabilidad en el sentido ordinario del término). Del mismo
modo, indicaremos con Q(E,V, N) el peso estadistico del estado de equilibrio.

Equilibrio de un sistema aislado

Queremos ahora encontrar la condicion de equilibrio de nuestro sistema. El estado de equilibrio
esta completamente determinado, como se dijo, por (E, V, N); para los macroestados fuera del
equilibrio hay que especificar también las variables adicionales a. A cada eleccion de o le co-
rresponde un peso estadistico Q2(E,V,N,a). Ahora bien, debido a la agitacion térmica y a las
interacciones entre las moléculas, el microestado del sistema cambia continuamente. De resultas
de esto, con el correr del tiempo el sistema pasa por todos los microestados compatibles con los
valores fijos de E, 'y N.

Vamos a introducir ahora el postulado de las probabilidades iguales a priori:

Todos los microestados compatibles con las restricciones impuestas al sistema son igual-
mente probables.

Este postulado tiene como consecuencia inmediata que la probabilidad de encontrar al sistema
en el macroestado especificado por (E,V,N,a) es proporcional a Q(E,V,N,a). El estado de
equilibrio del sistema corresponde a un valor particular de a. Introducimos ahora un segundo
postulado:

El equilibrio corresponde al valor depara el cualQ(E,V,N,a) alcanza su valor ma
ximo, con E, V, N) fijos.

Este postulado implica que el estado de equilibrio es el estado de probabilidad maxima. Su justi-
ficacion es que el peso estadistico del estado de equilibrio de un sistema macroscopico (que tiene
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un nimero muy grande de particulas), es enormemente mayor que el de los macroestados que
difieren apreciablemente de €l. Puesto que el lapso durante el cual el sistema permanece en cada
macroestado es proporcional al peso estadistico del mismo, es evidente que si se lo observa du-
rante cierto tiempo, en el cual pasa de un microestado a otro, se lo encontrara casi siempre en el
estado de maximo peso estadistico (salvo fluctuaciones que, como veremos, son casi insignifi-
cantes). También resulta claro que si se prepara especialmente al sistema para que esté en un es-
tado fuera del equilibrio (como en el ejemplo que dimos al comienzo de este Capitulo), tendera
rapidamente al equilibrio. Incluso fluctuaciones muy pequenas respecto del equilibrio seran muy
poco frecuentes. En la practica nunca se observan desviaciones sustanciales desde el equilibrio,
salvo que se perturbe al sistema desde el exterior.

Estas afirmaciones parecen razonables, pero no las hemos probado, y su justificacion consiste en
el éxito de la teoria que se desarrolla a partir de los postulados anteriores.

Definicion de la entropia de un sistema aislado

El hecho que el estado de equilibrio de un sistema aislado es aquél de maximo peso estadistico
sugiere que debe existir una relacion entre 2y la entropia. En efecto, en Mecanica Estadistica se
define la entropia mediante la ecuacion

SE,V,N,a) = KkInQ(E,V,N,a) (16.1)

donde k es la constante de Boltzmann®. Veremos ahora que la entropia que acabamos de definir
con la (16.1) coincide con la que introdujimos en el Capitulo 5 basandonos en consideraciones
puramente termodinamicas.

Con base en la (16.1) podemos traducir nuestros enunciados acerca de £2 en enunciados acerca
de la entropia:

Durante los procesos reales de un sistema aislado la entropia siempre crece. En |el estado
de equilibrio, la entropia alcanza su valor maximo.

Este enunciado es la Segunda Ley de la Termodinamica, que ahora aparece como una conse-
cuencia de los postulados de la Mecanica Estadistica. Este enunciado junto con la (16.1) dan la
conexion entre el punto de vista microscopico de la Mecanica Estadistica y la Termodindmica
clasica que desarrollamos en los capitulos precedentes.

El postulado de equilibrio que introdujimos en este Capitulo es muy importante. En efecto, como
ya vimos en el Capitulo 8, a partir de ¢l se pueden deducir los conceptos de temperatura y pre-
sion y sus definiciones matematicas en términos de la entropia. Repetiremos brevemente esas
consideraciones para mostrar la conexion con el concepto de peso estadistico de un macroestado.
Con este fin aplicaremos el postulado de equilibrio a un sistema aislado 4, que tiene una energia
E, ocupa un volumen /'y contiene N moléculas. Vamos a suponer que ese sistema esta dividido

’ Esta ecuacion esta grabada en la tumba de Boltzmann. No estd demas mencionar aqui que los trabajos de

Boltzmann fueron muy criticados en su tiempo, y entendidos mal. Sus conclusiones recién se impusieron cuando los
descubrimientos de la Fisica Atdmica que comenzaron a producirse poco antes de 1900 consolidaron la teoria
atomica de la materia, y cuando finalmente se reconocié que los fenomenos asociados con las fluctuaciones (como

el movimiento Browniano) sélo se pueden explicar por medio de la Mecanica Estadistica.
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en dos subsistemas, que llamaremos 1y 2 (ver la Fig. 16.2). El limite que separa los dos subsis-
temas tiene caracteristicas que por ahora no especificamos. Tendremos entonces que

E1+E2=E y V1+V2=V , N1+N2=N (162)

donde E, V'y N son fijos. Supongamos que esta division de la energia, el volumen y la cantidad
de materia entre 1 y 2 no corresponde al equilibrio. Para cada division (16.2) de E, V'y N entre
los dos subsistemas, de acuerdo con la ec. (16.2) tendremos que

Q(E,V,N,Vj, Ny) = Q1(E1, Vi, N QL (B, Vs, Ny) (16.3)

donde £2; es el peso estadistico del
macroestado (E;,Vj,N;) del subsiste-
ma 1 y anadlogamente para €. El pri-
mer miembro de la (16.3) es el peso es-
tadistico del macroestado del sistema
compuesto correspondiente a esa divi-
sion de energia, volumen y numero de
particulas. La ec. (16.3) expresa el he-
cho evidente que cualquier microes-
tado del subsistema 1 se puede com-
binar con cualquier microestado del
sistema 2. Debido a las restricciones
(16.2) no podemos elegir arbitraria-
mente todas las cantidades E;,Vj, Ny,
E>, Vs, N, y hemos tomado como variables independientes a E;,Vj, N;, que corresponden a las
cantidades que antes llamamos a.

Usando la definicion (16.1) de entropia, podemos escribir que la entropia del sistema 4 es la
suma de las entropias de los subsistemas 1y 2:

Fig. 16.2. Sistemaaislado dividido en dos subsistemas
ly 2

SEV,N,E W, Ny) = S(E, VL, Np) + S (B, Vo, Ny) (16.4)

donde S, S, y S son las entropias de los subsistemas 1 y 2 y del sistema combinado, respecti-
vamente. Vemos entonces que con nuestra definicion (16.1) la entropia es una propiedad aditiva.
Esa es la razon por la cual es preferible trabajar con la entropia en lugar del peso estadistico.

Con la definicion (16.1) de entropia, el problema del equilibrio de un sistema aislado es idéntico
al que ya estudiamos en el Capitulo 8. Por lo tanto no vamos a repetir ese analisis, solo recorda-
remos que tomando la entropia como la magnitud fundamental, podemos definir la temperatura
absoluta 7, la presion p y el potencial quimico u de un sistema en equilibrio por medio de

1 oS oS oS
o = , =T — , =-T| — 16.5
(el o P ), e

En consecuencia podemos identificar la entropia, definida por la (16.1) en términos de las pro-
piedades microscopicas del sistema, con la funcidon de estado que definimos en el Capitulo 5 en
base a argumentos puramente termodinamicos, es decir macroscopicos.
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El equilibrio de un sistema en un bafio calorifico y la distribucion de Boltzmann

Consideremos ahora el mismo sistema A de antes, pero ahora supondremos que estd sumergido
en un bafio calorifico B a la temperatura 7 (Fig. 16.3). Igual que antes consideraremos un sis-
tema compuesto aislado C, pero ahora supondremos que los subsistemas, es decir 4 y B, son de
tamafio muy diferente. Habra transferencia de energia entre 4 y B, pero debido a su gran tamafio,
la temperatura del bafio calorifico se mantiene constante. Por lo tanto la temperatura de 4,
cuando estd en equilibrio térmico con el bafo calorifico, es también 7, pero su energia no esta
fija. Queremos averiguar en qué sentido se puede atribuir un valor a esa energia.

El sistema combinado C estd totalmente

aislado, y suponemos que el volumen y el

nimero de particulas de 4 estan fijos. Por

lo tanto el macroestado de equilibrio del
V. N sistema A esta especificado por 7, V'y N.
El sistema A4 tiene un conjunto discreto de

microestados que llamaremos 1,2,...,r,...

T y cuyas energias’ son Ej,E,,...,E,,.... En

general la energia por si misma no basta

para determinar un inico microestado: mu-

chos microestados pueden tener la misma

energia y diferir en algunas otras caracte-

Fig. 16.3. Sistemade N particulasy volumenV ~ Tristicas. Por lo tanto un dado valor de la

fijo en un barfio calorifico alatemperaturaT. energia aparece repetidamente en la suce-
sion, que ordenaremos de modo que

Ei<E=...<E =... (16.6)

Vamos a elegir ahora un 6E que sea menor que el espaciado minimo de los niveles de energia
(16.6), de modo que en un intervalo dado SE haya cuanto mucho un nivel de energia (que sin
embargo corresponde a varios microestados diferentes del sistema).

El sistema mas el bafio calorifico equivale al sistema compuesto de la Fig. 16.2 si identificamos
A con el subsistema 1 y B con el subsistema 2. Este sistema combinado tiene una energia cons-
tante Eg, porque esta aislado. Por lo tanto podemos usar los resultados anteriores. En particular,
la probabilidad P, de encontrar 4 en el macroestado  con energia E, es proporcional al nimero
de estados del bafio calorifico compatibles con E,. Estos estados del bafio calorifico deben tener
una energia en el intervalo entre Eq — E, y Ej - E, + 0E. Sea Qg(Ey — E;) el numero de tales
estados; entonces, omitiendo los argumentos /'y N que se mantienen constantes, se tiene

B =ctexQp(E-E) (16.7)

La probabilidad correctamente normalizada es

* Estas energias dependen de V'y de Ny se deberian obtener resolviendo la ecuacion de Schrodinger para el sistema
de N particulas. En la practica puede ser imposible escribir expresiones explicitas para las E,(V,N), pero ese no es un

obstaculo conceptual que nos impida desarrollar nuestros argumentos.
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— QB(EO_EY) 168
T Y QB - ) (169
J

donde la suma que figura en el numerador se efectia sobre todos los microestados del sistema.
Usando la definicion (16.1) de entropia, podemos escribir la (16.7) en la forma

P =cte.x exp[Ss(Ep - E; )/ K] (16.9)

Hasta aqui nuestras formulas tienen validez general. Ahora usaremos la hipdtesis que el subsis-
tema B es un bafio calorifico, esto es, que su energia promedio es muy grande comparada con la
del sistema, de modo que E, << Ej. Desde ya esta desigualdad no se puede cumplir para fodos
los estados posibles » de 4, pero seguramente se cumple para todos aquellos que tienen una pro-
babilidad razonable de ocurrir y en particular, para el sistema en contacto con el bafio calorifico,
para los estados cerca del equilibrio térmico.

Desarrollamos ahora S3(Ey - E; ) en serie de Taylor

1 _1 _E 0%(Ey) | E? 9°Ss(Ep)
- Se(Bo - B) = Sa(Bo) -] PR S (16.10)

donde las derivadas parciales se toman a 'y N constantes. Por la (16.5) tenemos

7(Bo) _ 1 (16.11)

By T

El tercer término de la serie (16.10) depende de la variacion de temperatura del bafio calorifico
debido al intercambio de calor con el sistema. Por definicion de bafio calorifico ese término es
despreciable. Conservando entonces hasta el término lineal en E; en la (16.10) resulta

1 1
So(Eo-E) = Sa(Eo)- FE, (16.12)
donde introdujimos el parametro de temperatura
p=L (16.13)
KT '
Usando (16.12) y (16.13) podemos escribir la (16.9) en la forma
P = EpS (16.14)
Z
donde la constante de normalizacion Z esta dada por
y EG‘ﬁEr (16.15)
.

para asegurar la correcta normalizacion de las probabilidades. La ec. (16.14), nuestro resultado
final, es la famosa distribucion de Boltzmann, que expresa la probabilidad que un sistema que
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estd en un bario calorifico a la temperatura T se encuentre en un estado particular. Esta proba-
bilidad depende de la energia del estado. La unica propiedad del bafo calorifico del cual de-
pende es su temperatura. La cantidad Z definida por la (16.15) es la funcion de particion del
sistema y cumple un rol fundamental en la descripcion de sistemas a temperatura fija.

La (16.15) es una suma sobre todos los microestados del sistema, pero las energias de esos mi-
croestados no son todas diferentes. Si g(E,) es el nimero de microestados que tienen la energia
E,, podemos agrupar los términos que corresponden a E, y escribir la (16.15) como

Z=SgE)e s (16.16)

donde aqui la suma es sobre todas las energias diferentes E,. Entonces la probabilidad de que el
sistema se encuentre en el macroestado de energia E, estd dada por

P(E) = 5 9(E)e 75 (16.17)

puesto que hay g(E,) microestados diferentes que tienen esa energia y cada uno de ellos tiene la
misma probabilidad (16.14) de ocurrir.

A partir de la distribucion de Boltzmann podemos calcular de inmediato el valor medio de la
energia del sistema en su bafo calorifico. De (16.14) y (16.15) se obtiene:

dinZ
p

E=SPE =- (16.18)

La derivada parcial indica aqui que los niveles de energia E, se mantienen constantes, pues no
dependen de la temperatura, sino solamente de la estructura microscopica del sistema. Por lo
tanto dependen solamente de los parametros externos que determinan la estructura del sistema,
como por ejemplo el volumen, el campo magnético, etc., segun el caso. Estas son las variables
que se mantienen fijas en la (16.18). Para que la discusioén no sea demasiado abstracta, en ade-
lante vamos a suponer que el volumen es el pardmetro externo variable.

La energia dada por la (16.18) es la energia media del sistema. Debido a la presencia del bafio
calorifico el valor instantaneo de la energia fluctua alrededor de ese valor medio. Nos interesa
ahora estimar la magnitud de esas fluctuaciones. Esa magnitud se mide por la desviacion stan-
dard (también llamada desviacion cuadratica media) AE. Si definimos el valor medio f(E) de
la cantidad f(E,;) respecto de la distribucion de probabilidad B como

f(B)=3SRiE) (16.19)

la desviacion standard AE se define por medio de

(AE)?2 = (E-E)2 = E2-E2 (16.20)

Derivando InZ dos veces respecto de 8y usando las ecs. (16.18), (16.14) y (16.15) resulta

2
otInz _ B __dTE _\12c (16.21)

2 _
(4E)" = ap? B dBaT
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donde C=0E/JT es la capacidad calorifica del sistema a parameros externos constantes (es
decir, a volumen constante).
La fluctuacion relativa, es decir la razén AE/E, es entonces:

AE  +KT2C

— = 16.22
£ 5 ( )
Ahora bien, tanto C como E son magnitudes extensivas y por lo tanto proporcionales a N, mien-
tras que KT2 no depende de N. Por lo tanto

AE 1

= (16.23)
N

Vemos asi que la fluctuacion relativa de la energia de un sistema en un bafio calorifico es tanto
menor cuanto mayor es el tamafio del sistema. Para un sistema macroscopico, donde N =107
resulta AE/E =107 Por lo tanto, las fluctuaciones son extremadamente pequeiias y a los fines
practicos la energia de un cuerpo de tamarno macroscopico esta bien determinada.
El resultado (16.23) es muy importante y general, pues estimaciones semejantes se obtienen para
las fluctuaciones relativas de otras magnitudes. Es la justificacién de porqué la mecanica esta-
distica puede hacer afirmaciones cuantitativas definidas acerca de sistemas macroscopicos.
Existen sin embargo situaciones especiales donde pueden ocurrir grandes fluctuaciones relativas
en sistemas macroscopicos. Un caso es el de un liquido en equilibrio con su vapor saturado. Su-
pongamos que ese sistema se sumerge en un bafio calorifico a la temperatura 7'y se lo mantiene
a presion constante, igual a la presion de vapor correspondiente a esa temperatura. En este caso
T no determina la energia del sistema: si se transfiere energia del bafio al sistema liquido-vapor,
o bien se evapora liquido, o se condensa vapor, pero la temperatura del sistema sigue siendo la
misma (el sistema se comporta como si C = «). De esta forma la energia del sistema liquido-va-
por puede variar ampliamente entre las situaciones extremas de “sé6lo liquido presente” y “solo
vapor presente”. Por lo tanto la energia no esta bien determinada y tiene grandes fluctuaciones.
Al mismo tiempo hay también grandes fluctuaciones del volumen del sistema. Otro ejemplo de
grandes fluctuaciones esta dado por las que ocurren cerca del punto critico de una sustancia.
Por lo comin AE/E es muy pequefia para los sistemas macroscopicos, y esto significa que la
distribucion de probabilidades (16.17) tiene un maximo muy angosto y puntiagudo en E como
se muestra (cualitativamente) en la Fig. 16.4. Veamos el porqué de esta caracteristica. Para un
sistema macroscopico, la densidad de niveles de energia (nimero de niveles E; por unidad de
intervalo de energia) es muy grande, de modo que los niveles forman practicamente un continuo.
Resulta pues conveniente introducir una funcion densidad de niveles f(E) de modo que
f(E)dE representa la cantidad de microestados con energia en el intervalo (£, E + dE). Enton-
ces por la (16.17), la probabilidad que el sistema tenga una energia en ese intervalo es:

P(E)dE = % f(E)e PEdE (16.24)
La funcion f(E) de un sistema macroscopico crece muy rapidamente con E. Por ejemplo, para
un gas ideal f(E) o E3N/2-1 por otra parte el factor de Boltzmann e P decrece exponencial-

mente con la energia. El producto de esos dos factores tiene un maximo muy agudo, como se
muestra (cualitativamente) en la Fig. 16.4.
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Este resultado se puede generalizar. En la mayoria de los casos un sistema macroscopico se
comporta del mismo modo, ya sea que se lo considere aislado (con £, V'y N fijos) o en un bafio
calorifico (con T, V, N fijos y energia promedio E = E). La misma conclusion se obtiene para
otras elecciones de las variables independientes, por ejemplo para 7, p y N. Es una cuestion de
conveniencia cudles variables se elijan. Del punto de vista teorico es preferible tomar 7'y V'
como variables independientes, pues si p se mantiene constante los niveles de energia (que de-
penden de V) se modifican y eso complica el analisis. En adelante escribiremos E en lugar de E,
y lo mismo haremos con otras cantidades macroscopicas cuyas fluctuaciones son despreciables.
Claramente, las consideraciones que
P(E) nos permitieron deducir la distribu-
cion de Boltzmann se pueden aplicar
a cualquier sistema que es parte de
otro mucho mayor, que cumple el rol
de bafio calorifico. En particular se
AE pueden aplicar a una unica molécula:

en tal caso, el resto del medio actua
como bafo calorifico para esa parti-
cular molécula, cuya energia, como es
obvio, fluctua fuertemente. En general
las fluctuaciones relativas de un sis-
J L tema formado por pocas moléculas o
por una Unica molécula son grandes.

E Al estudiar un sistema macroscopico
se puede tomar un punto de vista dife-

Fig. 16.4. Distribucion de energia P(E) para un cuerpo

macroscopico. El ancho AE del pico es la desviacion
standard. Lafigura es cualitativa.

rente, que consiste en construir men-
talmente una coleccion de un numero
n muy grande de sistemas idénticos,
en contacto térmico débil entre si, cada uno de los cuales tiene N, V'y T fijos. Se puede pensar
entonces que uno cualquiera de ellos es “el sistema” y que el “bafio térmico” es el conjunto de
los restantes. Se puede hacer tender #» al infinito, y asi deshacerse de fluctuaciones indeseables.
Los resultados son equivalentes a los que ya obtuvimos. La colecciéon mental de sistemas
idénticos se denomina ensemble, en particular, ensemble canonico cuando N, V'y T estan fijos
para cada sistema.

Dada la importancia de la distribucion de Boltzmann presentaremos otra deduccion de la misma,
que pone de manifiesto las hipotesis subyacentes. Consideremos un trozo de materia que llama-
remos el “sistema”, compuesto de moléculas y cuya temperatura 7 se mantiene constante me-
diante algin mecanismo oportuno. Dentro de este sistema elegimos una porcion, que llamaremos
“subsistema”. Nos preguntamos ahora cudl es la probabilidad que las moléculas del subsistema
tengan determinadas posiciones y cantidades de movimiento. Como el sistema estd en equilibrio,
esta probabilidad no cambia con el tiempo, pese a que las moléculas se mueven aleatoriamente.
Para una sola molécula indicaremos con P(r,p)drdp la probabilidad que su posicion se en-
cuentre en el intervalo (r,r +dr) y su cantidad de movimiento esté en el intervalo (p, p+ dp).
Para varias moléculas, indicaremos con P(ry, py;fo, Po;---; Iy, Pn)drdpdrodp, ... drydpy la pro-
babilidad que la primera molécula se encuentre en el intervalo (ry,ry +dry;p, pp+dpy) vy al
mismo tiempo la segunda molécula esté en el intervalo (r,,r, + dry; Po, Po + dp,) y asi siguiendo
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para las demas. Se podria pensar que la funcion P(ry, p;;fa, Poi-..; Iy, Py) € muy complicada,
pero como estamos considerando un sistema en equilibrio se obtiene una expresion simple.
Como el subsistema intercambia continuamente energia con el sistema debido a las interacciones
moleculares, es natural suponer que P debe ser funcion de la energia E del subsistema y de la
temperatura del sistema (considerado como un todo). No hay otras cantidades mecénicas simples
que puedan ser relevantes. Por otra parte, la probabilidad es una magnitud sin dimensiones,
luego debe ser funcion de una combinacion adimensional de £y f =1/KT. En consecuencia,
P = P(BE). Esta es una expresion sencilla, pero debemos recordar que £ depende de todas las
posiciones y cantidades de movimiento.

Para encontrar la forma de la funcion P(SE), consideremos dos sistemas independientes 1 y 2,
ambos a la misma temperatura 7 (por ejemplo, dos cavidades que contienen gas dentro de un
mismo bloque de metal mantenido a la temperatura 7). La probabilidad que el sistema 1 se en-
cuentre en un determinado microestado es P(PE;), y la probabilidad que el sistema 2 esté en
otro microestado dado es P(BE,). Si ahora consideramos los dos sistemas juntos, la probabili-
dad de encontrar ambos sistemas en los microestados dados debe ser

P(ﬁ(El + Ez)) (16.25)

ya que la energia del conjunto es la suma de las energias de sus partes. Pero como los sistemas
son independientes, se debe cumplir que

P(B(E, + Ey)) = P(BE,)P(BE,) (16.26)

Veremos que la (16.26) permite determinar la forma de la funcion P. En efecto, si ponemos
X1 = PE1, Xo = BE,, la (16.26) se escribe

P(Xq + Xo) = P(X)P(X5) (16.27)

Derivamos ahora la (16.27) primero respecto de X; y luego respecto de Xj:

P'(% + %) = P'(X)P(x2) , P'(X +X%3) = P(X)P' (%) (16.28)

De las (16.28) se desprende que

P00 _ P'02) _ g (16.29)
P(x)  P(xz)

donde B no depende ni de X; ni de X,.La solucion de la (16.29) es:

P(BE) = cte. x €%/ (16.30)

donde la constante de integracion podria depender de la temperatura. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer B = 1, pues cualquier otro factor numérico se puede absorber en la constante
k. Tenemos que descartar B = +1, pues es absurdo que P(BE) crezca exponencialmente con E.
Por consiguiente debe ser B = -1, de modo que finalmente resulta la distribucion de Boltzmann

P(BE) x e E (16.31)
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El valor de la constante se determina normalizando la probabilidad, como antes.

Esta discusiéon muestra que la ley de Boltzmann depende basicamente de dos hipoétesis: (a) la
aditividad de la energia de sistemas independientes, y (b) que las probabilidades son multipli-
cativas, esto es que para todo i, j la probabilidad de encontrar la molécula i en el intervalo
(r,r, +dr;p, P +dp) es independiente de la probabilidad de encontrar la molécula j en el in-
tervalo (rj,r; +drj;p;, pj +dp;). Por lo demas, el argumento es completamente general y por lo
tanto la ley de Boltzmann se puede aplicar a cualquier sistema que esté en equilibrio térmico.

Definicion general de la entropia

Anteriormente definimos la entropia de un sistema aislado. Ahora daremos una definicion ge-
neral, y la aplicaremos al caso de un sistema en un bano calorifico.

Sea un sistema macroscopico cuyos microestados denominamos 1, 2, ..., 7, ... , y sea P la pro-
babilidad de que el sistema se encuentre en el estado ». No hemos especificado por ahora restric-
ciones sobre el sistema, y por consiguiente no conocemos los valores de las probabilidades B,
salvo la condicidon de normalizacion

TR =1 (16.32)

Se puede demostrar entonces que la entropia del sistema estd dada, con bastante generalidad,
por

S=-kSPInP (16.33)
r

Para deducir la (16.33) imaginemos un nimero muy grande, ¢, de réplicas idénticas de nuestro
sistema, cada una de las cuales tiene la misma distribucion de probabilidades B de estar en el
microestado 7 (r =1,2,...). Es obvio que para g suficientemente grande, el nimero de sistemas
del conjunto que estan en el estado r viene dado por

o =P (16.34)

Consideremos el peso estadistico €2, del conjunto de esas replicas cuando ¢y de ellas estan en el
estado 1, Q, estan en el estado 2, etc.. Claramente Qq es el nimero de maneras de obtener esa
particular distribucion, o sea

_ g
“q = Q! o!...q ... (16.35)

De la definicion de Boltzmann (16.1) de la entropia se deduce entonces que la entropia del con-
junto esta dada por

ql
=klnQ, = kIn————=k|qglng- Y g, Inq (16.36)
a a ' e!...qpl... [ 2 ' r}

donde en el ultimo paso empleamos la féormula de Stirling

Ing'=qlng-q (16.37)
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que podemos usar pues para g suficientemente grande los nimeros ¢, también son muy grandes.
Si sustituimos la (16.34) en la (16.36) y usamos la normalizacion (16.32) resulta:

§ =-ka¥RInk (16.38)
r

Puesto que la entropia es extensiva, tenemos que la entropia de un solo sistema es

S=%=—k2F}InF} (16.39)
r

que es precisamente el resultado buscado.

Vamos a ver ahora que para un sistema aislado la definicion general (16.33) se reduce a la de-
finicion original (16.1), de modo que ambas definiciones son consistentes. Para un sistema
aislado, con energia entre Ey E + 6E hay Q(E,V,N) microestados diferentes con energia E;
en ese intervalo. La probabilidad de encontrar al sistema en uno de esos microestados es enton-
ces 1/ Q(E,V,N), y la probabilidad de encontrar al sistema con energia fuera del intervalo 6E
es estrictamente nula. Luego hay exactamente Q(E,V,N) términos no nulos en la suma de la ec.
(16.33), y para cada uno de estos P. =1/ Q(E,V,N), de modo que la (16.33) se reduce a

SE,V,N) = kInQ(E,V, N) (16.40)

que es consistente con la (16.1). En analogia con el ensemble canénico del que hablamos antes,
el ensemble microcanodnico se define como un conjunto de sistemas idénticos que no interactian,
cuya distribucion de probabilidades es B =1/ Q(E,V,N) si E<E, <E+6E y B =0si E se
encuentra fuera de dicho intervalo. La andloga definicion del ensemble canonico es: una colec-
cion de sistemas idénticos cuya distribucion de probabilidad esta dada por la (16.14).

Para obtener la entropia de un sistema en un bafio calorifico a temperatura 7 sustituimos la dis-
tribucion de Boltzmann (16.14) en la definicion general de entropia (16.33) y se obtiene

S(T,V,N)=kInZ+E/T (16.41)

En esta ecuacion Zy E y por lo tanto S son funciones de T, V'y N, a diferencia de la entropia de
un sistema aislado, que es funcioén de £, /'y N. Pero ya vimos que para un sistema macroscopico
a temperatura 7, las fluctuaciones de la energia son despreciables, es decir, la energia esta bien
definida y es igual a la energia media E . Por lo tanto la entropia de un sistema macroscopico en
un bafio calorifico también estd bien definida y es igual a la entropia de un sistema aislado con
energia E igual a la energia media E del sistema a la temperatura T:

T,V,N) =kInQ(E,V,N) (16.42)

Al tratar un sistema aislado, las cantidades estadistica- y termodinamicamente basicas fueron el
peso estadistico (E,V,N)y la entropia §E,V,N). Para un sistema en un bano calorifico, la
cantidad estadistica basica es la funcion de particion Z(T,V,N) y la magnitud termodinamica
correspondiente es la funcion de Helmholtz, o sea:

F(T,V,N) =-kTInZ(T,V,N) (16.43)
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Eliminando Z entre la (16.41) y la (16.43) obtenemos la relaciéon puramente termodindmica

F-E-TS (16.44)

donde escribimos E en lugar de E para la energia bien definida de un sistema macroscopico en
un bafio calorifico.

La Segunda Ley para los cambios infinitesimales

Queremos calcular ahora la diferencia de entropia entre dos estados de equilibrio de un sistema
que difieren infinitesimalmente. Consideramos un fluido y especificamos los dos estados por
medio de (B,V) y (B +dB,V +dV) respectivamente (8 =1/KT) (puesto que mantenemos cons-
tante el nimero de particulas », no lo escribiremos explicitamente).

Usando la (16.18) podemos escribir la expresion para la variacion de energia (como estamos
considerando un sistema macroscopico vamos a identificar la energia con la energia media):

dE = S RdE, + S E,dP. (16.45)
r r

Dada nuestra eleccion de variables independientes, tanto £ como dE dependen de Sy V. Vamos
a aclarar de que forma surgen estas dependencias. Ya dijimos antes que los niveles de energia
E, no dependen de f3 sino de los pardmetros externos, en este caso del volumen: E, = E (V).
Por otra parte por la (16.14) las probabilidades B dependen de 8 y también del volumen, a tra-
vés de las E;.

Ahora vamos a eliminar las P, de la (16.45) para escribir dicha ecuacion en términos de canti-
dades puramente termodinamicas, es decir macroscopicas.

Consideremos el término Y E.dP, . De la (16.14) tenemos

E, =—%(InZ+InR) (16.46)

Entonces

SEOR = -3 (NZ+INR)IR, = - SInRR (16.47)

r

puesto que ¥ dR = 0. De la definicion general de entropia (16.33) resulta

dS=-kTd(P InP)=-kSdP InP, (16.48)
r r

Si comparamos la (16.47) con la (16.48) obtenemos nuestro primer resultado:

SEdR = TdS (16.49)

Luego la segunda parte del cambio de energia (16.45), debido al cambio de la distribucion de
probabilidad de los diferentes niveles E,, se relaciona con la variacion de entropia del sistema.
Veamos ahora el término Y P.dE, . Lo podemos escribir en la forma
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SRUE - 3R Ef (16.50)

Ahora bien, si el sistema esta en el estado r, y si permanece en ese estado todo el tiempo, enton-
ces un cambio de volumen de V'a V + dV produce un cambio de energia

dE, = ‘ZEV dV = —p,dv (16.51)

Este es el trabajo realizado sobre el sistema en el estado r para producir el cambio de volumen, y
define la presion p, del sistema en el estado 7. Supongamos ahora que no tenemos la certeza de
que el sistema esta en el estado 7 sino que tenemos una distribucion de probabilidades B (como
ocurre si el sistema estd en un bafio calorifico); entonces la presion p esta dada por el corres-
pondiente promedio:

p= EF’Dr E gl d_v/ (16.52)

y la (16.50) queda

Y RdE = -pdV (16.53)
r

Este es el segundo resultado. Pero debemos tener cuidado antes de afirmar que la magnitud que
definimos mediante la (16.52) es efectivamente la presion. En nuestra deduccion esta implicita la
suposicion que el unico efecto de cambiar el volumen es un cambio de los niveles de energia. En
general esto no es cierto, pues en Mecanica Cuantica se demuestra que toda perturbacion del
sistema (como cambiar su volumen) induce transiciones entre los diferentes niveles de energia.
Por lo tanto, incluso si tenemos la certeza de que partimos con el sistema en el estado r, podria
no quedar en ese estado a medida que cambia el volumen. En ese caso la (16.53) no representa-
ria el trabajo efectuado al cambiar el volumen del sistema. Sin embargo, se puede mostrar que la
tasa de transiciones se vuelve despreciable siempre y cuando la variacion de la perturbacion (en
este caso la variacion del volumen) sea suficientemente lenta. Es decir, la tasa de transicion se
anula cuando la perturbacién varia con infinita lentitud (este resultado se denomina principio de
Ehrenfest). En otras palabras, el cambio de volumen debe ser cuasiestatico. Pero ésta es justa-
mente la forma como definimos en Termodindmica la presion y el trabajo asociado con ella.
Luego la (16.52) define la presion del sistema y la (16.53) es el trabajo asociado a una variacion
reversible de su volumen. Podemos observar que andlogamente a la (16.18) (donde ahora te-
nemos que calcular la derivada parcial a V' constante), la presion (16.52) se puede escribir como

p= %( ’3;'/2)/5 (16.54)

Este resultado se deduce directamente, derivando la (16.15).
Finalmente, si sustituimos las (16.49) y (16.53) en la (16.45) obtenemos la relacion termodina-
mica fundamental

dE = TdS- pdV (16.55)
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A partir de la presente deduccion vemos que la (16.55) vale en general para estados de equilibrio
infinitesimalmente proximos.

El equilibrio de un sistema con numero variable de particulas en un bafio calori-

fico

Hasta aqui hemos desarrollado dos puntos de vista para la Mecanica Estadistica y ahora presen-
taremos un tercero. Primero consideramos un sistema aislado (Fig. 16.2) en el cual la energia E,
el volumen ¥y el nimero de particulas N son fijos. La descripcion estadistica de este sistema se
hace en base al peso estadistico Q(E,V,N), lo cual conduce a la descripcion termodinamica en
términos de la entropia, definida por

S(E,V,N) = kInQ(E,V, N) (16.56)

El segundo punto de vista parte de considerar un sistema en el cual 7, 'y N son fijos, esto es, el
sistema esta en contacto con un bafo calorifico a la temperatura 7 (Fig. 16.3). En este caso, la
descripcion estadistica se basa en la funcion de particion Z(T,V,N), y lleva a una descripcion
termodinamica en términos de la energia libre de Helmholtz, pues de la (16.41) resulta

F(T,V,N) =-kTInZ(T,V,N) (16.57)

En este caso la energia no es constante sino que fluctua, pero para un sistema macroscopico esas
fluctuaciones son en general muy pequenas en términos relativos. Por lo tanto a los fines practi-
cos la energia tiene un valor bien definido, y al considerar las propiedades del sistema no tiene
importancia si se lo considera a energia fija (aislado) o a temperatura fija (en un bafo calorifico).
Existen situaciones concretas, sin embargo, en las cuales estos puntos de vista resultan poco
convenientes a los fines practicos, dado
que puede ser dificil el célculo de los
pesos estadisticos o de la funcion de
particion para N fijo. Para estos casos, y
también en aquellos en que N es varia-
ble, como ocurre para sistemas en los
que tienen lugar reacciones quimicas,
resulta 1til un tercer enfoque, que vamos
a considerar ahora. Este punto de vista
se obtiene considerando un sistema de

volumen fijo en un bafio calorifico a la
temperatura 7, pero ahora el bafio calo-

Fig. 16.5. Sistema de volumen V  fijo en un rifico actia también como un reservorio
bano calorifico/deposito de particulas a la (o depbsito) de particulas, que puede
temperatura T.

intercambiar con el sistema. Se puede
imaginar, por ejemplo, que tenemos una gran extension de un fluido, y que dentro de la misma
consideramos una cierta porcion, limitada por una superficie ideal fija. Esa porcion constituye
nuestro sistema, y el resto del fluido es al mismo tiempo el bafio térmico y el reservorio de par-
ticulas. Por lo tanto, el contorno del sistema permite tanto la transferencia de energia como de
particulas con el bafio térmico/reservorio. En esta situacion tanto la energia como el nimero de
particulas del sistema fluctuan, pero en general esas fluctuaciones seran despreciables para un
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sistema macroscopico. Por ejemplo, para un gas en equilibrio la densidad media dentro de un
volumen de dimensiones macroscépicas esta bien definida.

Veremos que para describir este sistema (Fig. 16.5) hay que asignar el potencial quimico u,
ademas de Ty V, y que las descripciones estadistica y termodindmica llevan a dos nuevas canti-
dades: la gran funcion de particion Z(T,V,u) y el gran potencial U(T,V, u), relacionadas por

U(T,V, u) = -KTZ(T,V, w) (16.58)

Este planteo es conveniente en muchas aplicaciones, como se vera oportunamente. Para desarro-
llar la correspondiente teoria vamos a generalizar el método que usamos para estudiar un sistema
en un bafio calorifico. La diferencia es que ahora ademas de haber intercambio de energia tam-
bién hay intercambio de particulas. El sistema compuesto esta aislado, tiene el volumen Vj, y la
energia Ey y contiene Ny particulas. Estas cantidades se dividen entre el sistema y el
bafio/reservorio. El volumen V del sistema esté fijo, pero N puede variar, de modo que

N=0,123,... (16.59)

Para cualquier valor dado de N, el sistema tiene una sucesion de estados, que supondremos estan
ordenados por energia creciente:

EN,].S EN,Z =...= EN,r =... (1660)
de modo que Ey, es la energia del r-€simo estado de N particulas, que por brevedad llamare-
mos estado N,r. Claramente, si el sistema esta en el estado N,r el bafno/reservorio tiene la

energia Ey - Ey , contiene Ny — N particulas y ocupa el volumen Vg — V. El peso estadistico
de este estado es pues

Qg(Ey - EnyoVo - V. Ng - N) (16.61)

La probabilidad By , de encontrar el sistema en el estado N,r se deduce del postulado de proba-
bilidades iguales a priori y es

Py = cte.x Qg(Ey - Ey Vo = V,Ng = N) (16.62)

y en términos de la entropia del bafio/reservorio como

Py, = cte x e®(Eo=EnrVo-ViNo-N)/k (16.63)
Puesto que Eg >> Ey , Vo >>V y Ny >> N, podemos escribir

S(Eo - Eny Mo - V.Ng - N) = (SB —%V) - %EN,I’ - Z—I\SEN (16.64)

donde S = (Eg,Vp,Ng) y 0S5/ Ny = (0S5 / MVp)g, N, » €te.. Pero

S _1 &S _ u (16.65)
By, T ' N, T '
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donde Ty u son la temperatura y el potencial quimico del bafo/reservorio, y en el equilibrio son
iguales, respectivamente, a la temperatura y el potencial quimico del sistema. Por lo tanto

-Enr Vo-V,.Ng-N)= -—=V|-——+ = 16.66
(o~ By Vo= ViNo =N = S - G2 - e 2 (16.66)

Podemos sustituir esta expresion en la (16.63), y como V' se mantiene constante y sélo varian
Enr ¥ NV, podemos escribir

Py, = cte. x fN=En) (16.67)

La distribucion de probabilidad correctamente normalizada es entonces

eﬁ(MN_EN,r)
Pur = — (16.68)
donde hemos introducido la gran funcion de particion del sistema
Z=2(T,V,u)= 3 e/WN-Enr) (16.69)

N,r

La (16.68) se denomina distribucion de Gibbs, o distribucion gran canonica y es el resultado
basico a partir del cual se deducen las propiedades estadisticas de un sistema con un nimero va-
riable de particulas, las cuales se pueden expresar en términos de Z (que es funcionde 7, V'y u,
pues ahora el nimero de particulas no es constante). La gran funcion de particion desempefia un
rol central en esta teoria, del mismo modo que lo hace la funcién de particion Z para un sistema
con un numero fijo de particulas en un bafio calorifico.

La (16.69) se puede escribir como

Z(TV,u) = 3 Z(T,V,N) e~ (16.70)
N

donde

Z(T,V.N) = S e FEns (16.71)

es la funcion de particion ordinaria para N particulas.

Para expresar estos resultados en términos termodinamicos, deduciremos la expresion de la en-
tropia que corresponde a la distribucion de Gibbs (16.69). De acuerdo con la ec. (16.33) que da
la entropia para una distribucion general de probabilidad, tendremos en este caso

S= —kz PN,r |n PN,I’ = —kE PN,I’ ([J’MN - ﬁEN,r - InZ) (1672)
N,r N,r
0 S€a
_E_HN vinz (16.73)
T T
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donde

E- E I:)N,rEN,r ) N = E I:)N,rl\I
N,r N,r

son la energia media y el numero medio de particulas del sistema en el bafio/reservorio.

A partir de la (16.73) podemos definir el gran potencial como

U=U(T,V,u) = -kTInZ(T,V,u) = E - TS- uN

Comparando esta ecuacion con las ecs. (16.43) y (16.44), o sea

F=F(T,V,N)=-kTInZ(T,V,N)=E-TS

(16.74)

(16.75)

(16.76)

vemos que la (16.75) es la generalizacion de la (16.76) para el caso de un numero variable de

particulas, en el cual la funcion de particion Z se reemplaza por la gran funcion de particion Zy

la energia libre de Helmholtz F por el gran potencial U.

En el segundo miembro de la (16.75) figuran los valores medios de la energia y del numero de

particulas. Veremos ahora que por lo comun las fluctuaciones son despreciables para los siste-
mas macroscopicos. Por lo tanto para esos sistemas los valores medios se pueden interpretar

como los valores reales, bien definidos, de esas cantidades; en consecuencia omitiremos las “—"

y entonces la (16.75) representa la definicion puramente termodinamica del gran potencial.
Para calcular las fluctuaciones, partiremos de la expresion U = KT InZ(T,V, u) y de las (16.68)

y (16.69). Entonces

U SlN-Ey,p)

) kTS BN--$PR,N=-N
(&M)T,V NEr z M= 2R

Derivando nuevamente esta expresion tenemos

(azu) (oﬂ) (aPN,r) N
-] --3 e
AR Wiy W\ My

De la (16.68) tenemos

() ) 2]
Purl du Jry M Ity A

Por lo tanto

92U = N2 w2 2
(_2) = - ¥ BNPy (N - N) = -B(N“ - N<) = - B(AN)
TV N,r

donde AN es la desviacion standard de N. Por consiguiente

173

(16.77)

(16.78)

(16.79)

(16.80)



16. Nociones de Mecanica Estadistica

1/2

(16.81)

Pero a partir de sus definiciones, sabemos que u es una variable intensiva y U es extensiva. En-
tonces resulta

~

AN
== 16.82
N ( )

1
VN
Para un sistema macroscopico con N ~10% resulta AN/ N ~1071%, de modo que las fluctuacio-
nes son insignificantes y a los fines practicos N esta bien determinado, de modo semejante a lo
que ocurre con la energia de un sistema en un bafio calorifico. En el presente caso se vuelve a

obtener el mismo resultado para las fluctuaciones de la energia.
Para deducir las consecuencias termodinamicas de la (16.75) usamos la relacion de Euler (8.46)

G=E-TS+pV = uN (16.83)

Comparando ambas expresiones vemos que

U=-pVv (16.84)
Diferenciando la (16.75) obtenemos
dU = dE - TdS- ST - udN - Ndu (16.85)
pero de la relacion fundamental
dE = TdS- pdV + udN (16.86)
resulta
dU = -XdT - pdV - Ndu (16.87)

de donde se deducen las relaciones termodinamicas siguientes (con 7, V, u como variables inde-
pendientes):

S=_(ﬂ) | p=_(ﬁ) | N=_(ﬂ) (16.88)
AV N/t M) 1y

La Tercera Ley

Para terminar de examinar la relacion entre la Mecénica Estadistica y los postulados basicos de
la Termodinamica clésica, vamos a examinar la Tercera Ley. Si se parte de la Mecanica Estadis-
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tica, el valor de la entropia de cualquier sistema estd completamente determinado. Si numeramos
los niveles de energia de un sistema, sin repeticion, en la forma

E <E<...<E <... (16.89)

siendo g, la degeneracion del nivel E,, entonces la probabilidad que un sistema a la temperatura
T se encuentra en el nivel E; estd dada por la (16.17):

P(E) = %Q(Er) e & (16.90)

Si la temperatura es suficientemente baja, de modo que

E, - By >> KT (16.91)

entonces la (16.90) difiere apreciablemente de cero solamente para r = 1. Esto es:

P(E)~1 , P(E)=~0 s r>1 (16.92)

de modo que necesariamente el sistema se encuentra en el nivel de energia mas bajo E;, que esta
degenerado g veces. Por lo tanto a temperaturas suficientemente bajas de modo que se cumpla
la (16.91), la entropia esta dada, a partir de la definicién general de Boltzmann (16.1), por

limy_oS=KkIng (16.93)

Los teoricos creen que en general el estado fundamental de cualquier sistema no es degenerado,
esto es, que ¢y =1. Esta es en realidad una conjetura, pues no se cuenta con una demostracion,
pero se cumple en todos los casos en que se ha podido determinar explicitamente el estado fun-
damental. Si la conjetura es correcta, se deduce que la entropia de cualquier sistema se anula en
el cero absoluto, esto es

lim;_qS=0 (16.94)

Supongamos ahora que dicha conjetura no fuera correcta. No es dificil ver que la entropia de un
sistema de N particulas, a una temperatura finita no nula, es del orden de kN con N ~ 1023, Pero
entonces Klng; es del todo despreciable frente a kN, incluso si se tuviese que ¢; ~ N. Por lo
tanto, a los efectos practicos, la (16.94) se cumple siempre. Solo fallaria si se tuviese ¢ ~ eN, lo
cual suena a todas luces absurdo.

Debe quedar claro que nuestros argumentos dependen crucialmente de que los niveles de energia
sean discretos. Por lo tanto es una consecuencia de la Mecanica Cuantica. Si los niveles de ener-
gia formaran un continuo, de acuerdo con la fisica clasica, no se podrian escribir las desigualda-
des (16.89) y los razonamientos anteriores no se podrian hacer.

Estos resultados son equivalentes a la Tercera Ley, y muestran que la misma es una consecuen-
cia de la Mecanica Estadistica cuando la energia del sistema esta cuantificada.
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