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CAPITULO 1. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

| 1.1 Introduccién

El fendmeno electromagnético rige un campo vastisimo de nuestra realidad, para
dimensionar su alcance consideremos algunos ejemplos:
e Parte de la actividad del sistema nervioso, la interaccion neuronal y el mismo ojo
con que se leen estas lineas es gobernado por leyes del electromagnetismo.
e Fendmenos climaticos como la aurora boreal, el rayo y el relampago se explican en
base a esta teoria,
e Laluz se entiende como ondas electromagnéticas.
e Las aplicaciones précticas son muy variadas en el mundo moderno:
o Toda la tecnologia electronica ( TV, PC, celulares, video juegos, etc.) esta
basada fuertemente en estos principios,
o Aplicaciones médicas: Rayos X, electrocardiogramas, electroencefalograma,
resonancia magnética, etc.
o Tarjetas de crédito, codigos de barra de supermercados, sistemas de
posicionamiento geogréfico, etc.
La comprension acabada de estos temas requiere del estudio de las especialidades de
ingenieria, sin embargo, en este curso aprenderemos los fundamentos que nos permitiran
tener un entendimiento béasico de los principios en que se basan las aplicaciones
tecnoldgicas listadas anteriormente.

Desde el punto de vista de la descripcion del fendmeno partiremos adoptando las siguientes
propiedades basicas de la carga eléctrica:
e La carga eléctrica es una propiedad fundamental de la materia, como la masa o la
capacidad calorica.
e En lanaturaleza la carga eléctrica se da en dos formas:
o Electron (e) con una masa de 9.1066E-31[kg], la cual se define como carga
negativa.
o Protdn (p) con una masa de 1.67248E-27[kg], la cual se define como carga
positiva.
e Ambas particulas poseen carga de igual magnitud pero de signo opuesto.

Para entender mejor la interaccién de las cargas conviene dividir el estudio en dos partes.
La primera parte considera que no hay movimiento de cargas, es decir, las particulas se
encuentran en estado de reposo, mientras que en la segunda se considera la interaccion de
cargas en movimiento. De esta forma, primero abordaremos situaciones estacionarias
(electrostatica y magnetostatica) y luego incorporaremos las variaciones temporales
(corrientes y campos variables en el tiempo).

La teoria que describe matematicamente estos fendmenos fue formulada alrededor de 1865.

Mediante el uso de campos escalares y vectoriales se puede resumir toda la teoria en cuatro
ecuaciones, llamadas ecuaciones de Maxwell. Desde aquella fecha hasta nuestros dias se ha
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producido un enorme desarrollo de aplicaciones tecnoldgicas en practicamente todos los
campos del quehacer humano, pero la teoria basica no ha experimentado mayores cambios.

En esta primera parte revisaremos los principios que rigen a la carga eléctrica en estado de
reposo, mas conocida como Electrostética.
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| 1.2 Ley de Coulomb

1.2.1 Descripcién

Es una ley experimental, que fue descubierta en 1785 por el coronel francés Charles
Augustin de Coulomb. EI coronel encontr6 que la magnitud de la fuerza experimentada por
una particula con carga q; en presencia de otra particula con carga g tiene la forma:

kayq
Furel = R IN = P
gql/q2 2 g2/q1
R (11)
Recordemos que 1N=1 Kg-m/seg®.
f
° —
0 R 0,
Figura 1. Fuerza de Coulomb
O sea:
i) Es directamente proporcional al producto gi0s,

i) La fuerza es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia R
Adicionalmente, se encontré que:

iii) La fuerza tiene la direccidn de la linea que une g1 y Q2

iv) Si g1 y gz2son de igual signo se repelen, en caso contrario se atraen.

Asi, la ecuacion de fuerza queda

k A
ql/q2 = qlgz r [N]
R (1.2)

1.2.2 Dimensiones

Existe libertad para escoger las unidades de la constante K o de la carga q (pero no ambas).

Notar que [k-q1-02]=[F-R*]=Kg-m3/seg’ <=> masa-distancia®/tiempo®.
En el sistema MKS se define la unidad 1 Coulomb (C)* para las cargas y corresponde a la
carga de 6x10 electrones. Asi, para un electrén la carga es

[0, ]= ~1.6030 x10°[C] ~ ~1.6x10"°[C]

! Més tarde veremos que esta unidad es til en el caso de las corrientes donde se cumple 1 Ampere = 1 C/seg.
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Con esta definicion experimentalmente se encuentra que:

=9x10° [Kg em’/C? e seq’
4rr g, (1.3)
seg?

m

k:

y definiendo la unidad Farad [F] = la constante &,, Ilamada permitividad del espacio

libre, corresponde a

10’
80 =

P =8.8541x10%[F /m]
7T

donde c es la velocidad de la luz.

EJEMPLO 1.
Comparar la fuerza de repulsion eléctrica con la fuerza gravitacional entre 2 protones.
Solucién:

° °

a+ D q+

Figura 2. Mddulo fuerza entre cargas.

Fuerza Gravitacional de atraccion: F, = Gn;)pzmp (1.4)

Fuerza eléctrica de repulsion: Fe:"Dizﬁ (1.5)
2 -1
- Gmj - kq,zj 6 .
e — — 1 ~ -10
F kqf, Gmf, (16) 10
DZ

0 -1972
F, 9x10°[16x10°]  9x10°x10™® 9x10°x10" 10

= — ~ z:|_036
F, 10 [1_6X10—27]2 10°.10°% 107 107

Asi, la fuerza eléctrica es 10% veces mas intensa que la fuerza gravitacional, por lo que las

dos particulas debieran separarse. A partir de este simple ejercicio podemos extrapolar

algunas conclusiones:

e La mayoria de los objetos en nuestra vida diaria no estan cargados (de otra forma se
veria nitidamente su efecto),

e Anivel molecular la gravedad es despreciable como fuerza.

e Entre planetas la fuerza eléctrica es despreciable frente a la gravitacional.

e Toda carga eléctrica es un multiplo entero de la carga de un proton (igual al electron
con signo opuesto).

13



| 1.3 Campo Eléctrico

Para expresar en forma mas rigurosa el concepto de fuerza eléctrica se usa el concepto de
campo eléectrico. Consideremos el arreglo de cargas de la Figura 3.

f f I:q2/q1
[ [
0 0.

Figura 3. Fuerza entre cargas

Llamemos S la fuerza que siente g, debido a g; y escribdamosla de la siguiente forma
= Aaf a7
F.. .=0,- (1.7)
g2/ql q2 472'80 | P |2
Como ,_ T = Fo =0, L?) (1.7.1)
=] 2
A la expresion E = % se le denomina campo eléctrico producido por la carga q;. Con
77E o f

esto, la fuerza que siente la carga go en presencia de dicho campo es Fq,/q, =q,E. En

términos matematicos E corresponde a un campo vectorial, es decir, una funcién que
asocia un vector a cada punto del espacio. Fisicamente corresponde a una perturbacion
eléctrica en todo el espacio producida por la carga q;.

Generalicemos el resultado anterior al de una carga g ubicada en la posicion ¥’ en un
sistema de coordenadas de origen O como en la Figura 4.

o)

Figura 4. Campo Eléctrico de carga puntual
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La expresion del campo eléctrico en un punto 7 de este sistema es
= r-r'
-9 iy @)
e, | T -1
Las dimensiones son de fuerza sobre carga eléctrica®. jNotar que E no esta definido en el
punto r=r"l

Es importante destacar que en este analisis q; Y g, son cargas puntuales, es decir, no tienen
dimensiones espaciales. Un modelo mas preciso de las cargas requiere suponer que existen
distribuciones en volumen en donde se reparte la carga. Por ejemplo, esferas de didmetro a
y b respectivamente, segun se muestra en la Figura 5.

a b
W W
PR s W
I A

Figura 5. Modelo de cargas puntuales

El modelo de cargas puntuales implica que se cumple a, b << Hr -r'

Dado que numéricamente la carga de un electron es muy pequefia (1.6E-19[C]), es posible
definir mateméaticamente el campo eléctrico como:

 F
E = lim %
g—0 9
(1.8)

1.4 Principio de Superposicion

Consideremos n cargas qi, g2, J,......, qn localizadas en posiciones f,,T,,...,T, segin se
muestra en la Figura 6.

Estas dimensiones son equivalentes a volt dividido por metro [v/m] en sistema MKS como veremos més adelante.
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Ch. d, q

=Y

rn
Figura 6. Sistema de Cargas Puntuales

Luego la fuerza resultante que siente una carga q localizada en r es la suma de las fuerzas
que cada particula ejerce sobre ella, es decir,

F, =q-E1+q-E2+...+q-En=qZEk
k

donde e __ &(-R) | (1.9)
“dng |-t |P

Asi, la fuerza puede expresarse como
donde

E=E +E,+.+E =Yg (111
k=1

Este campo E es el campo eléctrico resultante de la interaccion de todas las cargas en el
punto 1. Asi, el campo eléctrico de un conjunto de cargas puede obtenerse como la
superposicién de todos los campos individuales de cada una de las cargas. Este es el
Ilamado Principio de Superposicién.

Una manera alternativa de ver esto es considerar el campo eléctrico como una funcién
lineal de la carga. Por lo tanto, satisface las condiciones de linealidad de una funcién

cualquiera E(q, +axq,) = E(q,) +axE(q,)- (1.12)

EJEMPLO 2.

Considere 2 cargas puntuales de 1 mC y —2 mC (m=mili=10") localizados en (3, 2, -1) y
(-1, -1, 4) respectivamente. Se pide calcular la fuerza sobre una carga de 10 nC (n = nano
=10") dispuesta en (0,3,1). Calcule la intensidad de campo eléctrico en la posicién de dicha
carga.
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Solucion:

Figura 7. Fuerza entre tres cargas puntuales.

La expresion de la fuerza es
10°-10°(r-r) 107°-2-10°%(r-r,) (1.13)
4z gy |IT R | 4o I — 1, |I°

E-

Donde

=(0,31)

- =(32,-))

r, = (-1-14)
1

g,

(F-%)=(-312) =] F-F, ||3=[ 3+ + (2)2]3 = [Via] = 14" 10414
(F—5)=@a-3) =i - =@ + @ + (37
—[vz6] = /(26)° =26+26

=~ S
1]

=9.10°

10.9.10°(-312) 10.2.9-10°
1414 26+/26

Luego el campo eléctrico es

—FE= (L4-3) _ (-6.507,-3.817,7.506)mN

-3
- (—6.507,—3.817,7.506)-% (1.18)

E = (-650.7,-381.7,750.6) -10°[N/C] 6 [V /m]

E:

o |
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EJEMPLO 3.

Dos cargas puntuales de masa m y carga ¢ cada una estan suspendidas desde un punto
comun mediante dos hilos de masa despreciable y longitud I. Muestre que en la situacién de
equilibrio el angulo o que forma cada hilo con respecto a la vertical satisface la expresion

q° =167 &,mgl’sin atga
si o es muy pequefio muestre que

2
a3 q—2
16 7 £;mgl

Solucion:

Figura 8. Equilibrio electroestatico

Por la situacion de equilibrio (estamos en electrostatica) se cumple:

Fo=Tsina | __F, _ sina (q 19)
mg =T cos«x mg Ccos«

2
Sabemos que F - 99 (120 , luego q—:m t 1.21
a ° dxg,(2sina)’ ( ) J drg, - M 7sin’cr gtge ( )

Jo g° =16ze,mgl’sin‘atga (1.22)

Sia<<l=sing > a ,c0sa—>1 = tga—> «

reemplazando obtenemos q* =167zs,mgl’a® -« S g9 (1.23)
167¢,mgl’

EJEMPLO 4.

Se dispone de un material que cae por un tubo desde un proceso minero. Dicho material
estd compuesto de varias sustancias de donde interesa separar particulas de cuarzo cargadas
positivamente de particulas de fosfato de roca cargadas en forma negativa. Para ello se idea
el sistema de la Figura 9 en donde se aplica un campo eléctrico horizontal de
E=500.000[v/m].
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Particulas
de fosfato

Particulas de cuarzo

Figura 9. Movimiento de cargas

Suponiendo velocidad y desplazamiento inicial nulo (boca del tubo) y una relacion
carga/masa de ambas particulas igual a g/m = 9 [ C/Kg.] (z = micro = 10). Se pide
determinar la separacion horizontal de las particulas luego de caer 80 cms.

Solucion:

Suposicién: A pesar de que las cargas se mueven, aqui sélo usamos la fuerza electrostatica
y despreciamos la interaccidn entre las cargas en movimiento.

F=m-a

2
:q-E:m((J;t;( (1.25)

d?x

-500000 = m—
q dt?
q d?x

—-500000 = —
m dt

2
9-10.5.10° = 4% /I
dt

2
4.5:d—;(:>4.5t+c1:%
dt dt

2
x(t)=4'2t +ct+c,
C.l.  x(t=0)=0

d?y
—-mag=m—2=
g dt?
_d?y /J
97 e
|
_ t C, = —
gt+¢C; at

2
y(t) = —% +Ct+c,

/ _[ C.I. y(t=0)=0, y(t=0)=0

9.8
= y(t) = —7t2

)‘((t:O):O:>x(t):4é5t2
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Se pide la distancia entre las cargas luego de desplazarse 80 cm en el sentido del eje y, 0
sea

=-08=—"-t"
Y 2

Resolviendo se encuentra que esa distancia se alcanza en un tiempo t* = 0.1633.
Reemplazando este tiempo en la ecuacion para x(t) se tiene:

= x(t) = %-0.1633

= X =0.3678m
.. distancia = 2x = 73.47[cm]

Propuesto

Resuelva el mismo problema suponiendo que se tiene una estimacion de la velocidad
maxima de salida del material por el tubo vma= 10m/s y se requiere calcular ahora el
campo eléctrico, de modo que se separen 1 m todas las particulas de cuarzo y fosfato antes
de que caigan 80 cm.

\ 1.5 Campo Eléctrico de Distribuciones Continuas de Carga

Habiamos dicho que cuando se tiene un conjunto de cargas puntuales el campo tiene la
expresion:

E_ G(r—r) i (1.26) J
=R (L P !

"

0

Figura 10.Campo de sistema de cargas

Por extension, cuando se tiene una distribucién continua de carga tenemos >—] y g—dq
(dq ubicada en r'). Con ello la expresion para el campo queda

e 1 I(T—T,)adq(l.z?)
Arey vl F—r"||

Examinaremos 3 casos: Distribucion de carga lineal, superficial y en volumen.
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1.5.1 Distribucion Lineal

En este caso se tiene una densidad lineal A(F") [C/m] de modo que el elemento diferencial
de carga es dg=A(T")dI' segiin se muestra en la Figura 11.

=

dg=A(1')dr (1.28)

Figura 11. Distribucion Lineal de Carga

Luego la expresion del campo es

-1 (F-T)
E= I)dl
I, I” R A(Ndl (1.29)

EJEMPLO 5.
Considere una distribucion lineal de carga A que se extiende de A a B a lo largo del eje Z,
como se muestra en la Figura 12. Se pide calcular el campo en todo el espacio.

Figura 12. Campo de distribucion rectilinea
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HJ

Sin“a 1
1+t a=1+——=—=

COS“a COS“ &

ademas

25

xdz
ZJ;[X2 +y*+(z—- z‘)z]sl2

=% sina %= [sing, — sina,]
- az o az 1 2

a2
X
entonces =—— jcos cda
a
1

Suponiendo que en el punto A z'=z';y en B z2'=z', se tiene

sina, = [x +y2 +(z- zl')“zj

sina, = ;
[x2 +y° +(z—zz')2]1 ?

Luego las dos primeras integrales corresponden a lo siguiente:

xdz' X z-z,' z-z,'

) (x? +y2)_[x2 +y? +(z—zl')2]

z,"

3/2 1/2 1/2

zl-[x2+y2+(z—z')2] [X2+yz+(2—zz')2]
ydz' y I z-12,' z-z,'

Z2

) (x? erz)_[x2 +y? +(z—zl')2]1/2 [x2 +y? +(z—zz')2]

3/2 1/2

1'[x2 +y? +(z—z')2]

~N

Resolvamos ahora la tercera integral.

b) | (z-2z)dz _ usamos el mismo cambio de variable (2-2)=319a 8 =x+y’
[x2+y2+(z—z')2]3 = dz'=-a(l+tg’a)da

“atga [-a(l+tg’a)|da

Lo [at+ aztgzale2

2 %

_a tga da

1’]-2cosa sina

a COSa
1

a =—1J.Sinada
a

@

1 W 1
==cosa [’ ==(cosa, —Cosa;)
a “ a
1 1
uz 1/2
[x2+y2+(z—22')2] [X2+y2+(2—21')2]

Asi, tenemos finalmente:
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E_ A z-17, 3 -1, 1 (X + yi)
4z &, [x2+y2+(z—zl')2]1/2 [x2+y2+(z—zz')z}u2 (x2+y2)

; ! - L K
[x2+y2+(z—zz‘)2]1/2 [x2 +y? +(Z_Zl.)2]1/2
Casos particulares:

a) z,'=0,z,"'=o0o,distribucion lineal semi-infinita
) z Xl + Y] k
= E= +1 —
4z, {{(x2+y2+22)”2 }Xeryz [x2+y2+zz]”2}

b) z,'—> —o0,z,'= 00 distribucion lineal infinita

e_ 4 g XY luego, e__ 4
4re, X" +y 27wsy
y en coordenadas cilindricas:
y

XI Xl COS@ «
o o
. . COSdl +Sing| = p
y) :L_smgﬁj
X2+y2 ,02 ,0
CE=t
27, p

Notar que el campo no esta definido para p = 0.
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1.5.2 Distribucién superficial de carga

En este caso se tiene una densidad superficial o (F") [C/m?] de modo que el elemento
diferencial de carga es dq=o(F')ds segin se muestra en la Figura 14.

e ds: elemento diferencial de area
Figura 14. Distribucién Superficial de Carga

Aqui ds =ds(r") y la ecuacion del campo eléctrico queda entonces

E(F) = .U (r=r")o(r')ds (1.33)

Arg, || T —T ||

EJEMPLO 6.
Considere un disco de radio R, el cual posee una distribucion de carga superficial o
constante. Se pide determinar el campo en el eje z, segn se muestra en la Figura 15.

Figura 15. Disco uniformemente cargado

Solucién:
Los vectores de posicién son = (0,0,2)
r‘: (XI, yl ,O)
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Luego,
F—r'=(-x,-y',2)

El campo eléctrico en el eje z es
(x'T—y'j+ K)o

BN =E0.0)= J]47zgo[x “ry! +z] 7%
Usaremos coordenadas polares:
X|2+yl2 — 12
ds'= p'dgdp’
@=2r p=R | A ~
= p p+kK \ :
E@)= [ | PP P g dgdp
¢=0 p=0 4dmey|p " +2
por simetria
E(z) = Ek,
0 sea
I P~ dp 52 -0 (probarlo)
i
~ o PR zp'dp'k
= E(2) = P
284 po [p'2+22]
1/2 p=R
£ - g L lotet)
= oz| 1
L E(@2)=—] —
=52l TR f’z}
Caso particular:
R—c0, plano infinito = E@)=_% &
26, |2
%K
2¢,
| o

Figura 16. Plano infinito uniformemente cargado.

Notar que el campo es constante y s6lo cambia de signo cuando el eje z pasa por cero. Mas
tarde veremos que este resultado es importante para el estudio de conductores.
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1.5.3 Distribucién Volumétrica de Carga

Consideremos una distribucion de carga en volumen representada por el campo escalar
p(r") [C/m®] de modo que el elemento diferencial de carga es dg = p(r')dv’ segun se

muestra en la Figura 17.

E(r)

—

Carga
distribuida en
un volumen Q

Figura 17. Distribucion volumétrica de carga

La expresion para el campo eléctrico es:
- 1 F-r)pdv'
E(r) = Il ( )p. : (1.34)
dre,™ | T-r
Donde la integral se calcula en todo el espacio Q donde hay carga.

EJEMPLO 7.
Se tiene una distribucion esférica de carga total Q y radio R. Se pide determinar la densidad

de carga p en toda la esfera suponiendo que ella se distribuye uniformemente.

Solucion:

~>

Carga total Q

-

Figura 18. Esfera cargada

La distribucién de carga p cumple con

IJ pav =Q

26



donde el elemento de volumen dv es
dv=rdédrsin 0dgdr

dv=r®sin #dodgdr
Reemplazando,

R 27 n

[ | [prisineadadgdr =Q
1) (#) (9)

R27x

[ [ pré(—cos@)"dgdr = Q
A T

R
[pr?2-2zdr =Q
0

R3 3Q
— A =0Q=..p=
P73 R="p=y s

EJEMPLO 8.
Determine el campo eléctrico producido por la distribucion de carga del EJEMPLO 7.
para r > R en todo el espacio.

Solucion:

a
|

X,
Figura 19. Campo eléctrico esfera cargada.

La expresion para el campo eléctrico es

R 2znnx !
J‘ j.[(r T')p dy (1.35)
4 &6 o of F— I"||
(r)(¢)
Usando coordenadas esféricas

F'=r'sin @'cos 'l +r'sin @'sin ¢' | +r'cos @'k

I =rsin @cosdi +rsin Osin ¢ +r cosék
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con ello la expresién para el campo queda

R27m i _r'ej ’ ng H . ol ’ " A o N
E(r) = P I”((rsm 6cosg —r'sin @' cos )i +(r5|n”9rr5|nlfz?”3 r'sin 8'sin ¢") j + (r cos@ —r’' cos 8")k) (2 sin 00" d g dr
000 —

El problema ahora es resolver esta integral. jTarea ardua!

Por ello en general se recurre a simplificaciones para resolver este tipo de problemas.
Veremos aqui una variante. Dado que el problema presenta simetria esférica, basta con
calcular el campo en el eje z (ademas al integrar sobre ¢’ las otras integrales se anulan).

A

k

=l

—

_I)

Figura 20. Coordenadas esféricas

Asi, calculamos la componente en z del campo, es decir,

E, —E(r)-k=-~ Hj"(:‘r') dv-K (1.36)

4re, -r?
Desarrollando el producto punto
(F-F')-k = F=F|| -cosa
z-r'cosd’ z-r'cosd’
donde COSa = LA
F=rl  Jz2+r? -2z coso’

ademas dv =rsin @@'dg'dr'
r=zk

Reemplazando
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dvcosa
2_4% m||r—r'||2

_p RZ’”’cosozr'zsm@ do'dg'dr
47ng£££ Z_2r zcosH]

_ N,12 a '
” (z rcosH)r smg,zdﬁ‘dr'

2¢, oo z +r? 2r'zcos€‘]

No depende de @'. Realicemos ahora las integraciones en las otras variables.

_ 1 1 l2 M 1
(z—r'cos@)r'“sin @ d0'dr’

[22 +r?-2rzcoso]"

R
ol
A
E_ P T’Jf zr'*sin @'dg'dr'  R7 rcosd'sin 6'dg'dr’
2¢, 00[zz+r'2—2r'zc0549']3/2 00[22 +r‘2—2r'zc0549']3/2

B

[z +r?-2rzcoso|” ]dr'
2r'z .

1 Id, 1R 1 1 ldl
R Syl LAC L .[ 2 rar
22+r?2r'z 2% +r%2r'z (z+r1")? (z r

1{} rdr _Tr'dr'} Z+r'=x, =>dr'=dx
2 (z+1r')? gz-r r'dr'=(x, — z)dx,

I\)
o—

Z]R (X, — z)dx1 ZJ»R (z—x,)dx, Z-r'=x, = dr'=—dx,’
) X, r'dr'=—(z-—x,)dx,

2 X

z 1 z z

z+R z+R
A:—{ dx, dx zjdﬁ— dxz}

Se llega finalmente a

LVICEY)
37%¢,

como existe simetria radial, el campo en todo el espacio tiene la forma

coy Roi (138)

LR
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y si usamos el hecho de que Q= 47R%p | también podemos expresar el campo eléctrico
3

como.
_ f 1.39
e~ (139
4| T &

Veamos un camino mas corto (pero también mas dificil de imaginar). Notemos que se
cumple
—(z—-r'cos 0)

3/2
22 +r?—22r'cos 0]

i[22 +r?-2zr'cos 07 =
dz

Luego podemos escribir la integral como
_ p fF (z-r'cos@)r?sing’

, = 3 dé'dr'
25 5% [zz+r'2—2r‘zc03¢9']

Rz
Zz—zi” [z +r2-2r zcosH] “r2sin@'do dr’
00
Observemos ahora que

d - .
—6[22 +r2=2zr'cos 0" =22 + 1?2z cos 0]V * zr'sin 0
luego podemos escribir la integral como

Z:—zan;@ 2> +r? 2r'zcose'T/2d0'dr'
0

__ P i 2 1/2 2 12
E,=- 2, dz-[ [(z +r'2 42207 — (2% +r'% = 2zr") ]dr
d ! !
£ =" ﬁdﬂr?” il

Si suponemos que z>R luego |z +r'|—|z—r'|= 2r', luego

R v
E, =—iij‘r—2r’dr'
26, dzy 2

3
E, __r d ,RY
2g, dz| 3z

3
E, _ PR
3¢, | 2°

por la simetria radial, el campo tiene la forma
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_ R3pr (1.40
E(F) = 2p (1.40)
[T e

Al introducir la carga en funcion de la densidad se obtiene el mismo campo calculado
anteriormente

ey Qf (4

x|t e

Dado que el calculo directo de los campos se dificulta con la evaluacion de integrales, es de
suma utilidad el uso de programas computacionales en aplicaciones practicas. Ademas, en
muchos casos facilita los calculos la Ley (o teorema) de Gauss que veremos a continuacion.

1.6 Ley de Gauss

1.6.1 Conceptos Matematicos Incluidos

Antes de ver la Ley de Gauss conviene repasar los siguientes conceptos de célculo
vectorial.

i) Concepto de Flujo. Consideremos un campo vectorial A definido en todo el espacio y
una superficie S cualquiera como se muestra en la Figura 21.

Superficie S
ds=ds-4a,

Vector unitario normal a S

Figura 21. Concepto de flujo

Se define el flujo v de A através de la superficie S como
W=[[Aeds (142
S

Integral de superficie del producto de dos vectores®

3 El simbolo ® se usara para designar el producto punto de dos vectores.
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Notar que ¥ es un campo escalar que depende del sentido en que se escoja el vector
unitario a, . Para superficies cerradas

‘PzﬁAOdg
S

Superficie
cerrada S ~

Figura 22. Flujo en esfera cerrada.

ii) Teorema de la divergencia

ﬁAo dsS :mVo Adv (1.43)

V(s)
donde V es el volumen contenido por la superficie cerrada y V es el operador

V= a + a + % en coordenadas cartesianas.

S ox oy oz

Si A = E campo eléctrico, entonces  representa el flujo de campo eléctrico. Interesa el
caso de superficies cerradas.

¥ ={[EedS (149)

1.6.2 Ley de Gauss

La ley de Gauss establece que el flujo de campo eléctrico a traves de una superficie cerrada
S es igual a la carga total encerrada por dicha superficie (Qr) dividida por la constante &.
Asi:
W= f{E eds = 2 (145)
S

&0
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Dado que Q, = m pdV para una distribucién volumétrica entonces:
\

JJ

i} Eeds= Vso (1.46)
Ahora si aplicamos el teorema de la divergencia
ﬁ EedS= m V e EdV :gim odV dado que esto es valido V volumen V,
S \Y% 0 v
entonces
VeE =L (1.47)

€o
Esta ley provee un método muy facil para calcular el campo eléctrico.

Es usual definir el vector 5-.g como Vector Desplazamiento (ya veremos que en

medios materiales tiene un significado fisico importante), de modo que la ecuacion anterior
se escribe como

VeD= p (1.48) Estaecuacion es la 1% Ecuacion de Maxwell.

EJEMPLO 9.
Calcule el campo eléctrico en todo el espacio producido por una distribucion homogénea de

carga p dispuesta en una esfera de radio R.

~~

R e / Superficie S,

AN ‘W esfera de radio r
N
N\

Figura 23.Distribucion esférica homogénea de carga.

Solucién:
Parar >R

ﬁ:EodST:Q—T ., con Q, ZﬂﬂRS,O
&y 3
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| E(r) ||es constante para r fijo y por simetria E(r) apunta en la direccién F en

coordenadas esfericas, es decir, E(r)= E(r)f, luego
dS =rdé@-rsin@gr = r’sinad&dgr

2rw

ffEeds = [[E(r)rer’sinadadgr

= [ 27E(F)r? sin 460 = 27E(F)r? [ sin &0
0

0
~=E(r)2z r?[-cos@]; =4z r’E(r)

4

fﬂR3p
Reemplazando = 4zr’E(r) =
R3
S E(r) = r
(r) 3.1 P

Parar <R tenemos:

y la carga encerrada por S es

SNe————

Figura 24. Flujo superficie esférica.

N
3

o —3

presin ed@dgdr = p”r 27 sin 6d&dr
3

Ar
Yo,

I
o —

= p[r®2z(-cos@);dr = 4;rpjr2dr =

Ot O

3
Luego arrE(r) =2 S E(r) = p¢
3¢ 3¢&,

0
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Gréaficamente:

R
Figura 25. Campo de una esfera.

Asi, de acuerdo a la Figura 25 el campo es maximo en la superficie de la esfera, desde
donde decae en ambos sentidos.

Este ejemplo sirve para comprender mejor el modelo de cargas puntuales. En efecto, si
deseamos calcular el campo en las cercanias de una carga puntual debe recurrirse a un
modelo parecido al desarrollado en este ejemplo, en donde se ve que el campo justo en el
centro de la particula es cero.

Conviene puntualizar algunos aspectos de la Ley de Gauss:

i) La ley de Gauss es util cuando hay simetria, o sea cuando se puede “sacar” la magnitud
del campo eléctrico E de la integral de superficie, es decir, cuando se puede efectuar la
manipulacion

= s < Q
E-ds=Effds = E=—
g fj & ff ds
S

ii) La ley de Gauss es valida para todo el espacio.

iii) Aplicarla requiere cierta destreza (la que se logra con practica). Por ejemplo
consideremos que tenemos una carga puntual en presencia de una distribucién en volumen
como la mostrada en la Figura 26. Se desea calcular el campo en todo el espacio. Una
solucion simple consiste en aplicar superposicion.

G Ll
p ° ° p

1
+

Figura 26. Superposicion aplicada.
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En este ejemplo no es posible usar directamente la Ley de Gauss en la configuracion inicial
(lado izquierdo) y, por otro lado, la integracion directa resulta de gran complejidad. Sin
embargo, al aplicar la superposicion se resuelven separadamente los campos para la
situacion de una carga puntual sola, y luego la de la esfera. EI campo total serd la suma
directa (0jo: se debe usar el mismo sistema de referencia!) de ambos campos.

| 1.7 Potencial Eléctrico

Hemos visto que los campos eléctricos son originados por cargas eléctricas, ya sea
puntuales o distribuidas espacialmente. Introduciremos ahora el concepto de potencial
eléctrico el cual estd asociado al trabajo o la energia de un determinado campo eléctrico.
Adicionalmente, este concepto de potencial eléctrico entrega una manera alternativa, y en
general mas facil, para obtener el campo eléctrico.

1.7.1 Trabajo de un Campo Eléctrico

Supongamos que deseamos mover una carga puntual g desde un punto (A) a otro (B) en
presencia de un campo eléctrico E como se muestra en la Figura 27 .

Figura 27. Trabajo de Campo Eléctrico.

La fuerza que experimenta g debido al campo eléctrico es F =qE, de modo que el trabajo

que debe realizar un agente externo para mover dicha carga una distancia infinitesimal dI

es
dW =—F edl (1.50)

El signo negativo indica que el trabajo lo hace un agente externo (por ejemplo un dedo

empujando la carga). Si dW es positivo significa que el trabajo lo realiza el agente externo
(0 sea el campo eléctrico se opone al desplazamiento de la carga en el sentido de dI ). Si
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dW es negativo significa que el trabajo lo ha realizado el campo eléctrico (no ha sido
necesario empujar con el dedo).

Luego el trabajo (externo) realizado para llevar carga desde el punto A a B es:

W =

> ey

B
dw :—qu odl (1.51)
A

Dividiendo W por g se obtiene el trabajo por unidad de carga o, equivalentemente, la
energia por unidad de carga. Esta cantidad, Ilamada Vs, se conoce como la diferencia de
potencial entre los puntos Ay B. Asi:

B
Ve :W:—jE-dl’ (1.52)
4 =

Notar que:

i) A es el punto inicial y B el punto final del desplazamiento.

ii) Si Vag < 0 el campo eléctrico es quien hace el trabajo (hay una pérdida en la energia
potencial eléctrica al mover la carga desde A a B). En caso contrario es un agente externo
quien ha realizado el trabajo

iii)Vag se mide en [J/C], lo cual se denomina Volt [V]. Por ello es comun expresar el
campo eléctrico en [V/m]

EJEMPLO 10.

Supongamos una carga Q fija en el origen y una segunda carga g ubicada a una distancia ra.
Se desea calcular el trabajo necesario para llevar esta segunda carga a una distancia rg
segun se muestra en la Figura 28. Calcule ademas Vae.

Figura 28.Trabajo carga puntual.

Solucién:
Campo: E= Q ¢ (1.53)
471'80"2
. B
Trabajo: W = —qj Eedl (1.54)
A
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= Qdr B dr
W=-q] Q sfef=—q Q pdr

r,Are,r Arrey; r?
11" 1 1
e[l
dreg L Tl Amg g Ta

Notar que si r o< r g (como en la Figura 28) el valor de W resulta negativo si g y Q son del
mismo signo. Sabemos que para este caso las cargas se repelen, por lo tanto el campo de Q
es quien realiza el trabajo (y no un agente externo).

La expresion para la diferencia de potencial Vag es

v, :W_Q{l_l} (1.55)

q A4drgy|rg T,

Esta expresion no depende de q sino que de la carga que produce el campo E , en este caso
Q. Este resultado permite definir de manera mas general el potencial eléctrico como
veremos a continuacion.

1.7.2 Definicion de Potencial Eléctrico

Para el ejemplo analizado anteriormente Vas representa el trabajo por unidad de carga que
es necesario realizar para llevar una carga entre los puntos A y B. Si dejamos variable el

punto B se genera la funcién
1 1
v.(r)=2 {_} (1.56)
drey ||| 1y

esta funcion permite evaluar el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para
llevar una carga desde la posicion r, a cualquier lugar definido por el vector r .

Si ahora hacemos tender Fa — oo, obtenemos

vin-Q i Q (s
Arey, v e || 7|
Esta expresion representa el trabajo por unidad de carga que es necesario realizar para traer
desde el infinito una carga hasta la posicion I, cuando existe una carga Q en el origen (la
carga que produce el campo eléctrico E). Esta expresion se define como la funcién
potencial eléctrico de la carga Q y corresponde a un campo escalar definido en todo el
espacio. Para generalizar este resultado consideremos la situacion de la Figura 29.
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Figura 29. Potencial eléctrico carga puntual.

Asi, en un sistema de referencia cualquiera la expresion general para el potencial eléctrico
asociado a una carga q en la posicion ' es
V=9 1 v @s)
Are, || F—F'|
Dado que V es una funcidn lineal con la carga, también aqui se cumple la propiedad de
superposicion, i.e., para n cargas q,,q,,...,q, Se cumple:

V(F) = L 9 . G
e, [T -1 || dre, | T -1, | Arey || T -1 |
_ q (1.58)
= VinN=) — %
=2 i ir—r

Analogamente al caso del campo eléctrico, para distribuciones continuas de carga se tiene

1 dg’  (1.59)
V(r)= i
Ars, I\'[I | r—rl
y dependiendo de la distribucién de carga es
V()= [AD 1 60) paralineal
Arey s ||T—T"|

V(r)=—t 1] O-Er )?S (1.61) Para superficial
Arey =g ||F—r'|

o 1 p(F)dv'’
V(F)= yr. m. T (1.62) En volumen

Donde A, o y p corresponden a las densidades de carga lineal, superficial y de volumen,
respectivamente (campos escalares en la variable 1').

EJEMPLO 11.

Se tiene una linea de largo | con distribucion de carga A cte en el eje z.. Se pide demostrar
que el potencial producido por esta distribucion lineal de carga en el plano medianero
(x,y,0) puede escribirse como:

A l+sina
V= I 1.63) donde |
4re, n(l—sinaj ( ) tga—z—

p es el radio desde el origen a un punto cualquiera del plano medianero. Exprese el
resultado en coordenadas cartesianas.
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Solucion:
Consideremos la Figura 30.

y
X
Figura 30. Potencial linea cargada.
Los vectores son
F=(XYy)=X +Y]=pC0s¢i +psing | r=z'k
luego,
1 7'=1/2 dZ'/ﬁt y) 1/2 dZ'

4rs, Z‘=—I/2(x2 + yz 477 12 Are, —|/2(p2 L, 72

Haciendo el cambio de variable

7'= ptgd
dz'= psec? &d6
se tiene
pl % sec’alo A%
Vxy) = = [secado
472'80 91p|:1+ tgzg:r 47[80 6,
V(x,y)= A In(sec 6 +tg@)%
4rs, '

tgéo, :—Lz 0, =-a
2p

tgo, :I—:>02:a
2p

V(x,y)= - [In(secex + tgar) - In(sec x + tg(~a)]
0
Vxy) = A In( 1 +senaJ_|n 1 +sen(—oc)
dre,| \cosa cosa cos(—a) cos(—a)
V(X y)= 4/1 [In(l+sena)-In(l-sena)]
g,
V(xy) = A Inl+sena}
dre, | l-sena

De la geometria de la Figura 30 se cumple
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/2

SN ==
(072 + o[
luego
1/2
A 1+((|/2)2 AL 4 [(p2er12ra) 4112
V(x,y)= In A = e ? /2+
47, 1— 172 4re (,02+|2/4)1 -1/2

172y + p2]"”

A (x2+y2+I2/4)”2+I/2}

~V(Xy) = In
Az, | (x2+y2+12/4)" ~1/2
1.7.3 Relaciones entre Potencial y Campo Eléctrico
A partir de las relaciones de trabajo desarrolladas para cargas puntuales habiamos visto que
la funcion potencial entre dos puntos Ay B correspondia a

B
Vg = —J' Eedl yhaciendoB=r y A— oo, obteniamos la funcion potencial como
A

V(F)=- j' Eedl (1.64) donde V(r=w0)=0

En el caso general el potencial puede no ser nulo para r— oo (por ejemplo cuando hay
distribuciones de carga infinita). Recordemos que la definicion obtenida a partir del trabajo
nos conducia a la expresion

B
Vig =V, —Vg =—[Eedl
A
que representa el trabajo por unidad de carga para trasladar una carga desde el punto A al
B. Por lo tanto al dejar variable el punto A=r, la expresién del potencial queda
V(r)=—[Eedl +V(r =B)
B

El valor que adquiere V (r = B) es llamado referencia o potencial de referencia (o voltaje de
referencia V). Por ello, la expresion general del potencial eléctrico es

V(r) = —j'E odl +V (1.65)

ref

Notar que dado que es un valor constante, al calcular el trabajo entre dos puntos cualquiera
se cancela. Para simplificar la notacion es comun asignar un valor nulo a la referencia, es

decir, V., =0.
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Del desarrollo anterior se cumple la relacion

VV (r)=-E(r) (1.66)
El campo eléctrico se obtiene a partir del gradiente de la funcion potencial.
EJEMPLO 12.

Considere una distribucion de carga lineal infinita segn se muestra en la Figura 31.
Calcule el potencial en todo el espacio.

Z,k
'

............. y:f...“.."//_ _I:\\\\

i !
: : > A
e | Y, |

o Sl N

X ’ | A.....:_..._:,.-: ......... .\ /j

Figura 31. Campo y potencia de linea cargada.

Solucion:
Aplicando gauss a la superficie S tenemos

ﬁé-dST =T}E(F)f~rd9 .dzf
00
ﬁE-dST =E(r)2zrh

Por otra parte, la carga total encerrada es Q, (s)=h4,. Luego, en coordenadas cilindricas el

campo vale
E-_% ;

r
2¢&,7r

Apliquemos ahora la definicion de potencial eléctrico.
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r

V(r)=—j Ao redl +V,,
2g,mr "

ref

escogiendo un radio para realizar la integral de linea dI' =drr. Por lo tanto,

r

ﬂ“O
V() =-] Tt dr +V,,

ref

V(r)=- A In(r/ref) +V
2&,7

Analizando esta expresion vemos que el potencial en el infinito no es nulo, ya que la
funcién potencial diverge. Por ello, se escoge la referencia para un valor arbitrario de r. Por
ejemplo, para r=ref hacemos Vref =0. Asi, la expresion para la funcién potencial de esta
distribucion infinita de carga queda finalmente,

V(r)=- A In(r /ref)
2¢,7
1.7.4 Ecuacién de Laplace y Poisson

Habiamos visto que
VV(r)=-E(r)

Tomando la divergencia a ambos lados obtenemos
Ve(VV(r)=-VeE(r) (1.67)
Si usamos la 12 ecuacion de Maxwell llegamos a

v.(VV(r))=_gﬁ (1.68)

0

VAV (F) = _p(0) (1.69) ecuacion de Poisson.

&o

Cuando no hay carga tenemos:
V& (F)=0 (1.70) ecuacion de Laplace.

El operador V2 se conoce también como el Laplaciano. En coordenadas cartesianas es
vy :[g'ﬁi °+ﬁﬁjo[ﬂf+ﬂ j+gﬁj

ox oy~ oz OX oy 0z
2
:vwzﬂ+%+ﬂ (1.71)
ox~ oy- oz

En coordenadas cilindricas es
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2 2
VZV(p,¢,Z)=li pa_v +i28_\2+a_\2/
pop\" op) p° 0" 01

y en esféricas su expresion es

2
PWipga =t o D) L2 g, L0
reor or ) resing o6 060 ) rc°sin“@ og¢

Asi, el Laplaciano de un campo escalar es también un campo escalar.

Hemos demostrado que el potencial eléctrico satisface la ecuacién de Poisson en las
regiones donde existen fuentes de carga y satisface la ecuacion de Laplace en las regiones
sin carga. Adicionalmente se requiere definir condiciones de borde para resolver los
sistemas de ecuaciones diferenciales resultantes. Asi, una manera alternativa de obtener el
campo eléctrico es resolver la ecuacion de Laplace (o Poisson) cuando se conocen (0 se
pueden inferir) las condiciones de borde.

EJEMPLO 13.

Para la configuracion de la Figura 32 se sabe que el potencial en los planos semi-infinitos
definidos por V(¢=0, p, z) =0y V(¢=n/6, p, z) = 100 V. Se pide calcular el potencial y el
campo para la region entre los semiplanos (no incluido el eje z, 0 sea p = 0).

A

z

\ A

Figura 32. Potencial entre placas.

Solucion:
Claramente V depende sélo de ¢, por lo que la ecuacidn de Laplace en este caso es

W(r)=—"5=0 (L72)

Dado que =0 esta excluido del calculo esta ecuacion se convierte en
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cuya solucion es de la forma v - oy +B-

Aplicando las condiciones de borde obtenemos para ¢=0 el potencial V=0, es decir, B=0.
Usando la otra condicion de borde para ¢=m/6 tenemos

100=Azx/6
p_ 600
T
Luego el potencial es
v 600
T
y el campo
_ 10V .
E(f)=-VeV(r)=—-——2¢
p 0g
= E(r) __500;
7p

1.7.5 Campo Eléctrico Conservativo

Otra propiedad importante de los campos eléctricos se obtiene a partir de la propiedad
matematica asociada a un campo escalar f (r), los cuales satisfacen la identidad

Vx(Vf)=0. (1.74)
Asi, dado que vV (r)=—E(r) = VxE =0 en electrostatica®.

Luego, para una superficie S cualquiera del espacio se cumple

[[vxEeds=0 (79

y aplicando el teorema de Stokes

[VxEeds= {Eedl (170)
S c(s)

Donde C(S) es el contorno que limita a la superficie S. Podemos escribir entonces

q {Eedl = {Fedi =Wneto=0 (1.77)

c(s) Cc(s)

4 . . .
Veremos luego que esto cambia cuando los campos son variables en el tiempo.
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Este resultado implica que el trabajo neto realizado por el campo eléctrico en una
trayectoria cerrada es nulo. Es decir, la fuerza proveniente de un campo electroestatico es
una fuerza conservativa.

Ahora veremos los campos eléctricos en la materia. Pero antes debemos definir el concepto
de dipolo, el cual es la base para esos estudios.

| 1.8 Dipolo eléctrico

1.8.1 Definicién Dipolo

Un dipdlo eléctrico se compone de dos cargas idénticas pero de signo contrario, las cuales
se encuentran forzadas (por algiin medio) a mantener distancia d constante entre ellas, tal
como se muestra en la Figura 33.

Figura 33. Dipolo eléctrico.

Se define p=qdf (1.78) como Dipolo eléctrico o Momento dipolar. Notar que la suma
neta de las cargas de un dipolo debe ser nula y que el vector p apunta desde la carga
negativa hacia la positiva. Las unidades del dipolo son [Cem].

1.8.2 Potencial Eléctrico de un Dipolo

Consideremos la configuracion de la Figura 34 donde Iy es la distanciade QaPy I, esla
distanciade —Q aP.
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IP,|| = |F.| = d cos@''=d cos&

-Q
Figura 34. Potencial de un dipolo.

El potencial de esta configuracion evaluado en el punto P es:
V(T’) — Q + _Q _ Q [ 1 1 J

Azey T, || Aze T, || 4zg 6] 5|

Arey |nllr.|

Interesa el caso cuando ry, r,>>d, 0 sea, cuando podemos aproximar

el = (r=a)r+a) =r® =A% = [o]r,| ~ r*

Ademas,
r,—r, =dcosd
:V(r)zi{dcof‘g] (1.79)
dreyl 1

Dado que dcos@ =dk e f Yy si definimos d = dk yp= Qd , la expresion del potencial
eléctrico producida por el dipolo se puede escribir como

Pef  (1.80)
V(r) =
4rs | T

En el caso general, el dipolo esta ubicado en un punto cualquiera I* (vector que define la
posicion del punto medio del dipolo) como en la Figura 35.



=l

=

&

X, 1

Figura 35. Potencial del dipolo en sistema de coordenadas arbitrario.

En este caso el potencial eléctrico tiene la forma

_ pe(r—-r') (1.81)
vin= drgy || v — |

EL campo eléctrico de un dipolo se calcula a partir de E = -VV .

EJEMPLO 14.
Calcule el campo eléctrico de un dipolo P = PK ubicado en el origen como se muestra en
la Figura 36.
Solucioén:
r'=0
= per
V(F)=———
(F) drey | T -1
= cosé
V() =220
Are, ¥

Sabemos que E =-vV, Y en coordenadas esféricas
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VV = ﬂf-f-lﬂé-f- 1 ﬂgﬁ
or r oo rsingd o¢

V solo depende de 'y 6, luego

VV = pcosa(_ 2r’3)r+E P (~sino)
4re, r4zs,r

LE=_P - (2cos Or +sin 60)
drg,r

El campo resultante no depende del angulo azimutal, ya que la configuracién presenta
simetria segun ¢. Ademas, para el caso &= 90° el campo solo tiene componente segln 4, es
decir es perpendicular al plano x-y.

Para puntos muy alejados del dipolo el campo eléctrico y el potencial disminuyen con la
distancia segun las expresiones

_ 1 1
E(D)OCF, V(D)‘x?

Asi, su efecto decae rapidamente con la distancia (un exponente mayor que en el caso de
cargas puntuales).

1.8.3 Dipolo de un Conjunto de Cargas y Distribuciones

Por extension, también se define el momento dipolar para el caso en que se tiene un

n

conjunto de cargas ,,d,....,q, tal que su suma neta en nula, i.e., > q, =0, tal como se
k=1

muestra en la Figura 37.

q,
°

a,

Figura 37. Dipolo de sistema de cargas.

Para este sistema se define el momento dipolar eléctrico como:
n
P =2 0K
k=1

Claramente para n=2 se tiene p =q,r, +q,r,, pero g, =—qg, =Q, entonces
p=Q(r,—r,)=Qd segun habiamos visto. Notar que no depende del origen.
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Para el caso general de una distribucion volumétrica de carga el momento dipolar asociado
es

p:jjjr'dq':jijr'p(r')dv

Figura 38. Dipolo de distribuciones de carga.

EJEMPLO 15.

Se tienen 8 cargas dispuestas como en la Figura 39. Se desea saber el efecto de agregar una
novena carga Q al sistema.

/N 7
MENNVAITRY
Qs T_ - I\ I 1
\ // | \\ /
\< | /\./
Q6 \\l__/ Qs

d,
Figura 39. Dipolo de 8 cargas.

8
Se sabe que las cargas satisfacen las relaciones Q = —z q (1.82) y q, = Q (1.83) Se
i-1 8
pide calcular el momento dipolar en los casos:
a) Carga Q se ubica en el centro del circulo,
b) Carga Q se ubica en la posicion x = -d/4. Donde d es el diametro del circulo.

Solucién:
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a) Tomando el centro del circulo como origen del sistema de referencia se tiene

p= iq_ xF+Qx0=0" (1.84) En este caso no existe momento dipolar.
i=1

b) En este caso

d,
Figura 40. Dipolo 9 cargas.

El momento dipolar es

d).
p:zqin+Q(_4Jl (185)
pP=-Q %I‘
(1.85)
Luego podemos reemplazar esa distribucion por el dipolo:

2

y, J

Q Q
—_——e

d: X, i
4

Figura 41. Dipolo equivalente.



Esto es lo que se veria desde una distancia v >>g
4

Propuesto. Calcular el torque sobre un dipolo en presencia de un campo eléctrico.

1.8.4 Potencial a grandes distancias

Habiamos visto que para distribuciones en volumen el potencial eléctrico es

V(r) = m p(r')dv

=
el termino H 1 ‘ en serie de la forma:
r—r'
1 i+ rer' ..Teérminos de Orden Superior
Ir=rtl el e
y reemplazando en la expresion del potencial
(r ) 1 rer’
=V (r) ~ L o(r)dv’' +TOS
4re, m [al 47zg m Irf?

jﬂrp(r Ydv’' + TOS

VO o e

V(r) — QTotaI + re p .
4zeo|r| - azs,|r|

Claramente el primer término corresponde al potencial de la carga concentrada en un solo
punto, mientras que el segundo término corresponde al potencial de un dipolo. En general
cuando se tiene una distribucion de carga vemos:

i) Desde muy lejos, solo la carga total

ii) Desde maés cerca, pero lejos todavia, dos cargas, es decir, un dipolo
iii) Desde més cerca aun, cuatro cargas, cuadripolo,

iv) etc.

La relacion con la distancia de los campos y potencial eléctrico de las distintas
configuraciones se muestran en la siguiente Tabla:
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Tabla 1.

Campos en configuraciones multipolares.

Configuracion

Potencial Eléctrico

Campo Eléctrico

Una carga qe o 1/1 o 1/1°
Dos cargas qe o 1/1 o1/
(Dipolo) -qe

Cuatro cargas o 1/1° o 1/1

Dos dipolos ge -qe
-qo qo
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1.9 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

Se tiene una esfera de radio 100 cm que tiene una distribucion volumétrica de carga dada
3
por p(r): gz)ogo [C / m3]. Se desea anular el campo en el casquete ubicado a 90 cm del

centro. Para ello se dispone de las siguientes alternativas:
a) Una carga que debiera ubicarse en el origen. Indique monto de la carga.
b) Un casquete esférico de radio 50 cm con densidad superficial de carga constante
o . Indique el valor de o .
c) Un casquete esférico de radio 150 cm con densidad superficial de carga
constante o . Indique el valor de o .

Solucién:

La idea es con las distintas alternativas provocar un campo eléctrico que anule el de
la esfera para r =90cm, es decir que tenga el mismo valor absoluto pero distinto signo que
el provocado por la esfera para ese mismo radio.

Primero calculamos el campo al interior de la esfera utilizando Ley de Gauss.
Consideremos que la esfera posee radio R, y que la densidad de carga de la esfera es

3
= 3 —
p(F)=kr® donde k 00 &o
Debido a la naturaleza del problema conviene trabajar en coordenadas esféricas

(r'6,¢), donde:

e r' esladistancia al origen.

e ' esel angulo azimutal.

e o' esel angulo superior.

Luego, dS'=r"?sen(p)dep-dd y dv'=r"sen(p)dr'-dp-dg

FiguraP.1.1
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Queremos calcular el campo eléctrico al interior de la esfera para cualquier radio, el

que definira una superficie S, por lo tanto calculamos parar <R

Qrow (S)

Tenemos que ﬁ EdS =
S &o

La carga encerrada por la Superficie S es Q... (S) = m p(r)-dv’
Q(S)
2w r
QTotaL(S) = IJI Koy 'Sen(¢) dr'dqﬁde
000
6|

Qrota (S) = 2”'[_COS(¢)|Z }I:K % i

6
}:4%-K-r—
6

6

LUEYO. Qry (8) = 47 K.

6
= ﬁ; E-dS = 47r-K-r—
S 6,

Por simetria esférica, podemos suponer que el Campo Eléctrico es radial: E(F) = E(r)f

Lugo, el flujo eléctrico es: [ﬂ' E-dS :[ﬁ E(r)F-r?sen(p)-dp-dé-r
S S

Y [[j E(r)F r2sen(¢)dp-do-F = E(r)-rz-[ﬂ F-sen(p) dp-do-F
S S

=E(r)r*4rx
r6
= 472’-K —
€o
4
= E(F) = K.6r_.f (Campo en el interior de la esfera).
€o
Debemos anularlo para la distancia de 0.9 mt. Examinemos las alternativas:

a) Supongamos una carga Q en el centro de la esfera, con Q por determinar.

El Campo eléctrico producido por una
Carga puntual, ubicada en una posicion
",sobre T es:

FiguraP.1.1.1



Por el Principio de Superposicidn, tenemos que:

E; (1) = By (M + Eo(F)  paratodo r < 100 cm.
En particular, esto es valido para r = 90 cm. Designaremos como r; a este radio
particular. Determinaremos el valor de Q tal que, ET(Y') =0 ,para r=ry.

. 4 e r4 - P
E, (F) = K2 + Q T _§.Entonces, —K —~1—.f = Q =
680 47 '80 rlz 66‘0 47[ '80 r]_
6
Finalmente, Q =_4”'6K'r1

Reemplazando con los valores numéricos:  Q =-5,910"[C]

b) Consideremos un radio r, = 50 cm., EI Campo eléctrico al exterior de un casquete
uniformemente cargado con una densidad superficial de carga o, lo calculamos por
Gauss:

Iﬂ‘ E.dS = Qrota (S)

o
La carga total encerrada por la superficie S, de radio
Ih €s,

Qrow (8) = [ﬂ o-dS’

Como o es constante, [ﬂ cdS'=c4rr}
S

FiguraP.1.1.2

o}

Por lo tanto, [U EdS = y por simetria esférica, E(F) = E(r)F
S

&g

= [[[ EdS =E(r)r*4x
S

oA}
= E(r)r*4r = 2
&
2
= ol |.
= ECasquete (= ( 2 }I‘
& T

Por el Principio de Superposicion, tenemos que:

E; (F) = Ecyera (F) + Ecasquee (F)  Paratodo r < 100 cm.
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En particular, esto es vélido para r; = 90 cm.. Determinaremos el valor de o tal que,
E, (r)=0.

E>T (ri) = E’Esfera (Fi) + E‘Casquete (Fi)

4 2
' oorl ),
= [K-LWL—ZZJ-r:O
65, &1

2 4
o', I
= >=—K v

&l &y
6
[
=0 =-K—=
6,

Reemplazando los valores numéricos: o =-1,88e107" {%}

c) Consideremos un radio r3 = 150 cm., ElI campo eléctrico provocado por un cascarén
uniformemente cargado al interior de éste es nulo, pues la carga encerrada al aplicar la
ley de Gauss sera cero. Vedmoslo matematicamente:

Parar <rs

&y

ﬁ E . d§ — QTotal(S) -0
S
Entonces: Egpqee (F) =0

Con esto se observa que cualquier casquete con
alguna densidad de carga, cualquiera que esta

FiguraP.1.1.3 sea, no provocard campo eléctrico al interior de
el, por lo tanto no podremos anular el campo en
algin r, en particular r = 90cm con esta
alternativa.

= No existe o tal que el campo eléctrico en r = 90cm sea nulo.
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PROBLEMA 2
Se tiene un disco circular de radio a cargado con una densidad superficial de carga o,

como se muestra en la figura P.1.2 Se pide:

a) Calcular el potencial en el eje z.
b) Calcular el campo en el eje z.

Solucion:
a) Recordando que la formula para el
Z Potencial Eléctrico de wuna distribucion
superficial de carga es:

V()= L i o(F)dS'’

drz, % P71

................................. Para nuestro caso (trabajando en coordenadas

................ cilindricas):

P O o(f) =0,
r=z27

F=p-p

FiguraP.1.2 dS'=p'dp"d&’

O,

Q)

Los limites de integracion serdn p’€(0,a) y 6’ €(0,27).

Entonces | —F/ = (p'2 + 22)2

Luego:
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2z a

oo

o, p-dpdo’
1

o =
=g (P FS
= &(«/az +7° —‘z|)

&y

b)
E(F) =-VV(F)
:E(F):—ﬁ _G°(|z|— a2+22) Z
07 | 2¢,
SEM) =2t L |;
2¢,\ 2| Ja?+7?
PROBLEMA 3

La figura P.1.3 muestra un tubo de rayos catédicos como los usados en los
televisores. El tubo produce un flujo de electrones que entran con una velocidad inicial de
Vo en la direccion horizontal, a un espacio limitado entre dos placas. Estas placas tienen
densidades superficiales de carga dadas por + o y -o, lo cual provoca un campo eléctrico
perpendicular a ellas. A una distancia L de las placas se encuentra una pantalla de largo 2S.
Determine lo siguiente:

a) La velocidad con que los electrones salen de la region entre las placas (considere
velocidad en las dos direcciones).

b) La condicion sobre la distancia L para que ningun electrdn salga de la pantalla
(de largo 2S).

Datos: d =20e-7 m. M =9.107e-31 Kg.
W=3m q=1.602e-19C
o =10e-21 C/m? £, = 8.854e-12 Fim
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S=10cm Vo = 3e+4 m/s.

v

\ 4

A
v
A

Figura P.1.3

Indicacion: Considere que el campo eléctrico es cero fuera de la region entre las placas.
Considere asimismo, que existe gravedad.
Solucién:

—

F=ma

Donde F = F, . + Foeo dentro de la zona de placas. Como Fqe =0-E, debemos

eléctrica

calcular el Campo eléctrico producido por las placas paralelas.

Debido a que el ancho w de cada una placas es mucho mayor, que la separacion
entre ellas, d, podemos considerar que el Campo es el producido por la superposicion
de dos placas con densidad de carga de signo opuesto. Para determinar el campo
eléctrico en esta zona, necesitamos saber el producido por una Placa cargada con una

densidad o uniforme.

Considerando un disco delgado de radio a con
densidad de carga uniforme , se sabe que el

campo eléctrico en el eje Z es:

E(F’):L{Z ;]-2 (problema anterior)

26, |7 Ja?+72
FiguraP.1.3.1
: - W 7. . _
Si a >0, entonces E(F)=-———2, lo cual equivale a:
2¢, |Z|
E(F) = l-i, si estamos sobre el Disco, y E(F) = —ZL-Z, si estamos bajo el disco,
& 2

suponiendo que i estrictamente positivo.

60



a

En el problema utilizaremos los ejes X, y con los vectores unitarios f,j,
respectivamente.

e
X T O A
: S
Vo
(3
Vd
- S
| >le
w | L
Figura P.1.3.2
I T Para este sistema de placas,
> /2 Enlas regiones I y en 111 los campos se anulan ( por
ley de gauss carga total encerrada nula). En Il se
refuerzan, es decir se suman los efectos de ambas
11 placas, quedando un campo que va de la placa con
-d/2 carga positiva, a la placa con carga negativa.
Luego, E(F)=—Z-], si ye(%%)
g I e
FiguraP.1.3.3
—a = ‘O »
= I:eléctrica = qE = _q_J
o

Sea Q=—q
Tal que -Q =-1,60210"[C]

Como condicion inicial, podemos suponer que los electrones salen por el medio de la
zona de placas, con velocidad solo en la horizontal.

61



—

Con esto: I:eléctrica + peso =m-a
2 QG 2 Lo LA
_m.g.J +_'J =m-Xl + myJ
o

Ecuaciones de movimiento:
Segun I : De la ecuacion anterior, vemos que no hay fuerzas que actien sobre el
eje X
=mX=0
= X=Cte =V,
= X(t) =v,t+C,
Como x(t=0)=0 = C;=0
= X(t) =v, 1.

Existe un tiempo t; tal que x(t;) = w; Entonces vo-t;=w:

w
luego: t, =—
0

Segin ] : Ambas fuerzas (eléctrica y de gravedad) actdan sobre el eje Y

m-y:—mg+Q'a
o
Sy=22 g

m-é,

= y(t) = Qo —gJ-t+C2 como y(t=0)=0,=C,=0

m-g,
= y()= Q'“—QJ'I
m-&,
. 2
= y(t)= Qo —gj-t—+0 pues y(t=0)=0
m-g, 2

W ) :
Evaluando en t, = — (tiempo que demora un electron en salir de las placas)
v

y(tl){Q—'“—gjﬂ A y(q){Q—"’—g]i

m-g, A m-g, 2v¢

De esta manera, hemos encontrado tanto la posicion de salida, como la velocidad de salida
del sector de las placas bajo los campos eléctrico y gravitatorio.
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_ a . W =
Lueg(): Vsaiiga = Vol +( Q ? - gJ_J
m-g,

b) Necesitamos ahora las ecuaciones de las particulas a partir del instante en que dejan las
placas hasta que llegan al la pantalla de largo 2S. Para estas nuevas ecuaciones ya

tenemos las condiciones iniciales, las que vienen dadas por continuidad, por las
ecuaciones antes encontradas.

-go

V(t=0) :vo-f+£g—g]-
m

F(t=0)=w- +[£— g]w—zj
m.

El electrdn se ve afectado por una Unica fuerza, la que corresponde a la fuerza de gravedad

Freo =M-a

peso

m.j('.f+ myj — _m.g.j

Segun I :No hay fuerzas segln x
= mX=0
= X=Cte =V,
= X(t)=v,1+C,; Comox(t=0)=w Ci=w
= X(t) =v, t+w.

Existe un tiempo t; tal que x(t2) = L

L
Luego: t, = —
VO

Seguin | : Tenemos solo la fuerza de gravedad
= my=-m-g
= y=-g
=yt)=-g-t+C,
Aplicando la condicion de borde
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:»y<t=0)=(§° gjv _c,

'€y

= y(t)——gt{Q gJ 4
m-

Ahora, determinamos la posicion:

y(t)——g—+(§0 —ng—t+C

"€o Vo

y(t=0)=C, = (n?—a—gj w

"€y 2v¢
wit : w?
=y =-9 3+[QG 9}—{&—9}—2
m-g, Vo, \meg, 2V,

Con el tiempo t; tenemos que la particula impacta en la pantalla. Existen dos casos
y(t,)=-S e y(t,)=S. Para los valores dados, el caso y(t,) =S no tiene solucion. Por lo

: L
tanto, se analiza el caso y(t,)=-S con t, =—.
VO

L wlL : W
V) 2v mgO V) m-g, 2V,

Después de poco de trabajo algebraico, se llega a una Ecuacion de Segundo grado
para L:

m-g, m-g,

L? - LZW(g—Q——lj—I—W( Qo g}—%"’gzo

Para discernir datos sobre esta ecuacion, sustituimos los valores entregados, en el
Discriminante, resultando este ser positivo. Por ello, esta ecuacion posee Raices Reales y
Distintas. Tomaremos la que sea positiva, 0 en el caso de que ambas sean positivas, la de
menor maédulo.

64



lew.(“Q_-a_g}iz. Jﬁ+4wz.(g_£]{g_ _EJ
' m-g, 2 g m-g, m-g,

Para los valores del problema, la solucidn que nos sirve, es:

L = 4343,944[m]

Como comentario: A pesar de que sea un valor muy alto, es razonable, debido a la casi nula
masa del electron y su velocidad muy alta.

PROBLEMA 4

Considere el sistema de la figura P.1.4, el cual se compone de dos planos infinitos,
separados a una distancia d, conteniendo densidades de carga oy y -oy respectivamente.
Entre los planos se ubica una esfera solida que contiene un material cargado el cual puede
superponerse con una distribucién volumétrica constante po.
Se pide:

a) Calcular el campo eléctrico en el centro de la esfera.

b) Calcular el campo eléctrico en un punto A situado en el plano meridiano a una
distancia L del plano derecho.

c)Si una particula de carga —q y masa m se ubica a una distancia & del centro de la

esfera en el eje z, (no importa direccion). Calcule la ecuacion de movimiento de la particula
y obtenga la posicién en el eje Z en funcidn del tiempo.

k

/ "Po

(o 10) —Oo
FiguraP.1.4

Solucién:
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a) Lo primero sera encontrar los campos provocados por las placas y la esfera por
separado para asi por superposicion encontrar el campo total.
En este caso buscamos el campo entre las placas dentro de la esfera.
Utilizando un resultado del problema tres, tenemos que para una placas el campo eléctrico
esta dado por:

Para este caso

Placa 1: Consideramos la placa con carga positiva para y mayor que cero

0

Placa 2: Consideramos la placa con carga negativa para y menor que cero

= E(F) = ‘2“° 1)
&y
= E(f) =22 j
2¢,

Esfera: La esfera genera un campo con dependencia radial (F). Utilizando la ley de Gauss
(para r < d/2) obtenemos que:

E(r)-4zxr? :&-%ﬂ'l’s

&y

—E=L0rer
3g,

Evaluando esta expresion en el origen obtenemos que E,,., =0

Finamente tenemos el campo total estara dado por:

_ _ — — O, .
— __0
Etotal - Eplanol + EplanoZ + Eesfera - c J

0

b) Debemos calcular el campo para un punto A como se muestra en la figura P.1.4
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Placas: Ambas placas producen campos en sentidos opuestos, por lo que se anularan en
cualquier punto que no esté entre las placas, esto se aprecia en la figura P.1.4.1. Para un

punto a la derecha de ambas placas
k

—> l
—> < A

/ —> <

i ’ .l

(o)) —00
FiguraP.1.4.2

Luego el unico campo que aporta es el producido por la esfera.

Esfera: Utilizaremos la ley de Gauss para calcular el campo.

Ocupando ﬂ EedS = QE% , calculamos el campo producido por ella:
0

4z (d)  d®
Qenc = iﬁapo dV = ?(—j Po = ?Po

ﬁE-d§ = E(r)-4mr?

casquete

3

" Po f

Con ello concluimos que el campo fuera de la esferaes E = CYTa
r<-g,

: . d
El punto A se encuentra a una distancia r = §+L del centro de la esfera.

Luego reemplazando este valor en la expresién del campo se obtiene que:

E— d*- oy ;
d 2
24(2 + Lj ° 80
¢) Tenemos que :
F=ma

donde
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F=—qE con E =E(r =2) +E piacac, (X =0 / 2) + E piaca—o, (X =0 / 2)

a

3g, &

(Notarqueenr=z f IZ)

F=—q| 2%k+2f |=ma
3g, &

separando por componentes, se obtiene:

Eje z:
3g,
Se propone la solucion de la forma:
z(t) = Acos(wt + @)

2_9P ,0)=6,2(0)=0
w 3%2() 2(0)

= z(t) = ocos(wt)

PROBLEMA 5

En la Figura P.1.5 se muestra una distribucion lineal de carga 2o, infinita, la cual es
rodeada por la distribucion volumétrica de carga, que en coordenadas cilindricas tiene la

forma p(r,0,z) :&, la cual se extiende hasta un radio r = a. Entre ambas densidades
r

existe la relacion 4, =—-2rap,

a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio

b) Calcule el potencial eléctrico en todo el espacio
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plr,0,5) =20
-

L
=
E

FiguraP.1.5.1

Solucién:

a) Calcularemos los campos eléctricos producidos por ambas distribuciones de carga para
luego encontrar el campo total por el principio de superposicién, es decir el campo total
sera la suma de ambos.

Para la distribucién lineal

[[E-gs=2" con E(n=-E(MF

En la integral:

[[E-ds= [[E(r)-ds=E(r) [[ds=E(r)-2arL

Manto Manto

Pero: Qenc=Ao- L
Entonces podemos escribir:

E(r)-2zrL = Ao
= E(r) = A
27 ¥

Entonces el campo eléctrico producido por la distribucion lineal:
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A0
27e Y

E(r) = r

Ahora, para la distribucion volumétrica:

ij.d§=Q‘*”° con E(r)=E(r)f

&o

Tenemos dos casos:

1) Para r<a

Qe iz us
. _”E ds
L 2z r

== | [Zrirdodz =E[f ds
0

€0 0
= 2% eyt
€o
= E(r)=£2r
Eo

Pero:
j’o
27-a

ﬂ’o =—27T'a,00:>/00 ==

2) Parar>a
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:if Zj T%rdrd@dz:ﬂj.dg
0 O

€0
= 27paL =E(r)-2zrL

&y

— E(r) =22}
reo

Aplicando nuevamente la relacion entre las densidades

Ao
F

= E(r) — 27xre

Finalmente el campo en todo el espacio esta dado por:

r Parar <a

E(r) = [Zﬂ'r&‘o 2raco
0] Parar >a

A0 A0 jA

b) Para calcular el potencial se sabe que:
—IEszAV con df =drf
1) Parar<a

V,(r) = —j E.-dr+V(a)

:_I( Ao Ao jf-drhV(a)

27nrso  2maso

_Ao j(l_éjdr +V(a)

27E0 r

20 (In(r)=In(a) -~ +1) +V (a)
27Eo a
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2) Parar>a
V,(r)=—[ E-dr +V (a) =—[0-drf +V (a)

=
V,(r) = constante =V (a)

Donde el voltaje V(a) es el voltaje de referencia que debiera ser un dato.

Finalmente el potencial en todo el espacio es:

A0 1
V()= 2 (MO =@ -+ +V (@) Para r<a
V(a) Para r>a

PROBLEMA 6.

Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se encuentran
ubicados tal como lo indica la Figura 1. El espacio entre ambos se encuentra lleno de un

material con un vector polarizacion dado por P = r’f +sin 93
Dado lo anterior se pide:

a) Calcular las densidades superficiales de carga de polarizacion
b) Calcular la densidad volumétrica de carga de polarizacién

=

(

N

FiguraP.1.6.1
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S, : Superficie del cilindro de radio a
S, @ Superficie del cilindro de radio b

a) Densidades superficiales de carga de polarizacion
Para S, :f=-f y P=r’+sin(6)0

LT, )
Ops, =P-A=-P-F =%, pero r=a = o, =-a?[Cm™]

‘A=f y P=r%+sin(6)d
A=P.f=r% pero r=b= oy, =b*[Cm™]

b) Densidades volumétricas de carga de polarizacion

(F)z_vﬁz_[la(rﬂ)+1a(P9>+a<PZ>)=_ 1a0%) 1asen(®) ,
Pp r or r 00 0z ror r 00

= o) = —(Br . °°5r(9)][c:m3]

PROBLEMA 7.
Se tiene una esfera de radio R cargada con densidad volumétrica variable p(r) = por3/R3.
La esfera ademas contiene en el origen una carga puntual Qo. Se pide:.

a) Determine el campo eléctrico para cualquier punto del espacio
b) Determine el potencial eléctrico para cualquier punto del espacio

FiguraP.1.7.1



a) Usando Ley de Gauss: ﬁ EedS = Qen;errada
0
S

) Para r <R
2z r
Qencerrada =ﬁfp(f)dV+Qo = jjj—r sen (D)dl’ C|¢7 de
Q 000

2_77/30r6
3 R3

+Q

= Qencerrada =

A

Ademas se tiene que: E:E(r)hﬁ:r:ﬁﬁ-dE: ”E-rzsen((p)dgo.w:E.4;r-r2
S 00

4 = Y
Por lo tanto: E = r3p_0+ Qo . r_gﬁ _ Qo |
6R 80 47[.[‘250 6R 80 47z-.r250
i) Para r >R
2z R
Qencerrada = ﬁfﬂ(f)dV+Qo = Ijj—r sen (p)dl’~d(/)~d6’
000

27
= Qencerrada = ?pOR3 +Qo

Y E es radial también: E = E(r)f A =F = j':f §:
S

o—Y

I r’sen(p)de-do =E-4x-r2
0

3 ~ 3 A
Y finalmente para r >R: E = Po R -+ Qo —E=| L0 R_2+ Q°2 r
68 r 4 - r280 680 r A v &o

b) V() =—[Eedl
i) Parar>R

r 3 3 r r
-2 G a8 a2 [

2 2
S\ 6&y e Amer

3
v = LR Qo
6sor  4mEr

iii) Para r <R



2l 6g,-R®  dzxg,r? 6s, 47e,R | 6g, R 2

0 472'50 R r 680 471'80R
R_S_i + QO l_i +,00R2+ QO _poR2+ Qo
5 5 r R

r 4 2 r r 2
V(r)z—j( Pl | 0 ]fof-dr+p°R + Q —{ Py -Ir4dr+&'|‘idr +&+&
R

:V(r):%( Ae
0

6¢, - 6¢, 47[80R_ S¢, Ame,r

PROBLEMA 8.

Un alambre de largo R y densidad de carga Ao uniforme se encuentra incrustado radialmente en
una esfera de radio R, de modo que su extremo mas profundo se encuentra a una distancia x del
centro de la esfera, tal como se indica en la Figura 1.8.1. La esfera esta cargada de modo tal que el

s . . . - rEo,
campo eléctrico producido por ella en cualquier punto del espacio es: E=?r si r<R;

2
E-RE0%gir>R
r
a) Determine el vector fuerza F que la esfera ejerce sobre el alambre F = quE
b) Determine el potencial electrostatico V (r) de la esfera en cualquier punto del espacio

FiguraP.1.8.1

El campo eléctrico para todo el espacio esta dado por:

- E1:r'RE°F ,parar<R.

R?-E,

>—r,parar=R.
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a) La Fuerza que la esfera ejerce sobre el alambre esta dada por: F = jE -dq
X

R+x

R
F= jE .dq+ J'Ez .dq, y el elemento diferencial de volumen dq = A,dr
X R

2
X R r

R R+x
?:(Eolo J‘r~dr+R2E0/10 I idr}’

= (3 1 » EARZ] .
3F_[EEO/10R_ﬁEO//LOX —m -r

b) Calculemos el potencial electroestatico para todo el espacio.

i) Parar>R
r _ I’.I
V(r)=—|E; edl = R%Ey | —-dr
feret e

2
~ v = REo

i) Parar<R

3 Er
= V(r) = EEOR - 20R
PROBLEMA 9.

R+x

Considere una esfera maciza de radio 2a y con densidad de carga en volumen p,, a

la cual se le ha practicado una perforacion, también esférica, de radio a, segin se muestra

en la Figura.

76



Se pide:
a) Calcule el campo eléctrico en todo el espacio.

b) Determine una expresion que permita estimar el trabajo necesario para traer una
carga g desde una distancia muy grande al centro de la esfera.

c) ¢Cuénto vale el flujo del campo eléctrico a través de una superficie compuesta de
un casquete esférico de radio 42 centrado en el origen?

Solucion

a) Como en la distribucion original de la esfera (esfera 1) no hay simetria esférica
(Figura 2a), se separa la esfera 1 perforada en dos esferas, una con densidad p, (Figura 2b)
Ilamada esfera 2 y otra con densidad de carga -p, (Figura 2c) llamada esfera 3,
respectivamente.

=
+
Figura 2a. Figura 2b. Figura 2c.
Campo eléctrico para esfera 1:
Fuera de la esfera 1:
# P
\\ 80
". 2T 2T 2a

T
1
Ei(? - 1%sin0dOdof = —
flfrrsm pf =
0

,Of
2w
L ’ Elfrzj jsin@dedqo = _of
0 0 0

f por? sin drdfde
0

r2sin OdrdOde

p04'
E 1% -4nr = —= 8a3nm
" & 3 @

_— 8p0a3 R
Elf(r) = W T
0
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Dentro de la esfera 1:

J‘OZTE fon Eiqf - r? sin 0dodet =
= [ [ [ por? sin 6drdode

&o 0
4
Epgr?-4m = 222 p3
&o 3
=\ _ PoT
E1q(r) = EF

=>

, \\\\ 27T nE T"\"T"zSinedBd 1':,:
\ fo o “2f @
| é f027T f: foa —por'? sin Odr'dody

=y
5
\“
%

N
S
3

Il

|2

(=)
w
Q
w
3

T
Jj—por’z sin 8dr'dfde
00
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—po 4
Eyqr'? - 4m = 2202 ¢3¢
& 3

. e~
Exq(r') = _3500 '

Basta expresar todo en un sistema de referencia. Notando que:

—_

!

r=1r + aj
=rcospsin@i+ (rsingsind —a)j+rcosfk

De esto se calcula: ' = ”r’”

Vr2— 2arsingsind + a?

Luego el campo eléctrico sera:

Fuera de la esfera original:

= . — —  8pya® —poa® -  8pya’ —poad® —
E = Ef+Ey =—— 7+ = - '
77 (7) VTR Ber? 3gor'? 3go1? 3gor'3
- . 8pya® —poa’
B i) =2 p g Po (P — af)
3gor 3eo(r2 — 2arsingsinf + a?)/2

3 A "

-~ . poa® |8 -7 + aj

(r? — 2arsingsin6 + a2)3/2

Dentro de la esfera 1 y fuera de la esfera 2:

-
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3
por ., —Po@’ o

Edf(F) = Eiq + E2f =

3e, 3gor'?
3
- r —pPo
Edfr): pL -+ Po 3 (T'T/’\' - aj)
3¢ 3e9(r? — 2arsingsin@ + a?) /2

—-ad(rt — aj)

(r? — 2arsing@sinf + a2)3/2

A

= o Po
Eqr (1) = 3—80 ri

+

Dentro de la esfera 1 y dentro de la esfera 2:

Baa() = Fra+Bad =5 74 50— T =50 P g0
FaaP) = 5 74 50 G~ a)
- a .
Edd(r):gOTO']
0 7 Se puede ver que el campo

' eléctrico dentro de la perforacion es
constante segun j.

Nota: Para los campos eléctricos
calculados se puede escribir j en coordenadas esféricas para una expresion mas formal.

j = cos @ + sin @(sin O p + cos 600)
j=sin¢@sin@p + cos P + sin ¢ cos 60)
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b) El trabajo desde un punto A hasta uno B es:
B

W=—qf§-2fl
A

Tomando B=0 (centro de la esfera) A = e (punto muy muy lejano) y un camino radial.

0 2a 0
——qff-az—q f Efpdr + fEl-dr
oo 0o 2a
Donde E; = {gdf dependiendo del camino que se tome.

c) Para el flujo se usa Teorema de Gauss directamente.

$FE- dS——
2w T 2a 2w oa
F? ds = = fff porzsianrdBdgo—j fjporzsinedrdedgo
0 0 00
F.as=2 [— (2a)3——na]
-~ — 28
#E s = 28pona’
3&o
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b)

1.10 Problemas propuestos

PROBLEMA 1

Considere el sistema de la Figura PP.1.1, en el cual se conocen los valores para el potencial
eléctrico en los planos cilindricos definidos por los radios r=a, donde el potencial es nulo, y
r=b donde vale V.

——

Figura PP.1.1

Suponiendo que los campos sélo dependen de r, se pide:
Calcule el campo eléctrico para a<r<b y angulos menores a o (region I).
Si ahora este espacio (region 1) se rellena con una densidad de carga en volumen

p(r) =kr?, calcule el nuevo campo eléctrico en esa region.

PROBLEMA 2
Se tiene una cinta de ancho 4a cargada con una con una densidad superficial de carga c. A

la cinta le falta un pedazo en forma de circunferencia de radio a, tal como se ilustra en la

Figura PP.1.2. Para esta configuracion determine el vector campo eléctrico y el potencial en

Figura PP.1.2.

el eje z.
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PROBLEMA 3
Se observa la siguiente distribucion de carga:

e El tubo macizo interior posee radio a y una densidad homogénea p, .
e El cilindro intermedio posee un radio interior b y un radio exterior c. Ademas de
una densidad homogénea p, .

e EIl manto exterior posee una densidad homogénea superficial o y radio d.
e Todos los elementos son infinitamente largos.

Calcule E en todo el espacio.

Figura PP.1.3
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CAPITULO 2. PROPIEDADES DIELECTRICAS DE LA MATERIA

| 2.1 Introduccién

Hasta aqui hemos visto las propiedades de la carga eléctrica en el vacio. En este capitulo
veremos la forma que adoptan los campos eléctricos en la materia. Por materia
entenderemos una distribucion de carga que se mantiene restringida a un espacio definido.

En términos generales hay tres clases de materiales:

I. Dieléctricos o aislantes: donde las cargas solo pueden desplazarse en torno a su

posicién de equilibrio
Il. Conductores: donde las cargas pueden moverse libremente en la superficie o
interior del material

al

I1l.  Semiconductores: un material que presenta en distinto grado (generalmente con un
comportamiento muy no lineal) las propiedades tanto de dieléctricos como de

conductores

Conductores son tipicamente los metales como el cobre y el aluminio. Aislantes son
materiales como el vidrio y las ceramicas, o liquidos como el aceite. Semiconductores son

aleaciones especiales compuestas de silicio o germanio. Estos ultimos se usan en

la

fabricacion de chips para PC. En este curso solo estudiaremos los dieléctricos y los
conductores, ya que la gran mayoria de los materiales corresponde a una combinacion

directa de estas dos clasificaciones.

| 2.2 Modelo de los Materiales Dieléctricos

En los dieléctricos las cargas no pueden desplazarse libremente y sélo pueden producirse

pequefias rotaciones en torno a un punto de equilibrio fijo segin veremos a continuacion.

2.2.1 Materiales No Polares

Para entender el efecto macroscopico de un campo eléctrico sobre un material dieléctrico
consideremos un atomo de un dieléctrico formado por una nube de electrones cuya carga

negativa neta es —Q y un nucleo fijo consistente de cargas positivas con carga total
seguin se muestra en la Figura 42.

Q,
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Figura 42. Modelo de atomo.
Al aplicar un campo eléctrico externo la configuracion de cargas experimenta una leve

deformacion segun se muestra en la Figura 43 (se desprecian los efectos de los propios
campos de las cargas entre si):

© ©

@ Q
© ©

© ®
©

Figura 43. Atomo en presencia de campo eléctrico.

E
‘—

Desde una cierta distancia (mucho mayor que las distancias atdmicas) esta deformacion
puede representarse mediante un dipolo de la forma (ver EJEMPLO 13.):

Q Q

(1) ©

Figura 44. Representacion mediante dipolo.

Asi entonces, al aplicar un campo externo el material presentara pequefios desplazamientos
de sus electrones en torno a una posicion de equilibrio, los cuales pueden representarse a
través de dipolos.
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Notar que en este modelo, el material no posee dipolos con antelacion a la aplicacion del

campo externo E . Por ello estos materiales se llaman no polares.

2.2.2 Materiales Polares

Existen otros materiales, que por su estructura molecular poseen dipolos en forma natural,
los cuales se encuentran generalmente orientados en forma aleatoria®, tal como se muestra
en la Figura 45. Estos materiales se llaman polares (constituidos de moléculas polares).

2o \f>®

G>/El_> EE_r: aE)s_en:cia Ode

Figura 45. Elemento de volumen en un medio material polar.

En estos materiales, al aplicar un campo eléctrico externo se produce una alineacion de los
dipolos:

L} e

Figura 46. Medio material polar frente a un campo.

En estos materiales tampoco se produce una traslacion significativa de cargas ya que su
estructura atdbmica impide el movimiento (fuerzas inter-nucleares).

Existen unos materiales llamados ferroeléctricos en los cuales existe una polarizacion permanente en ausencia de campo
eléctrico externo, aunque su nimero es muy reducido en la naturaleza.
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2.2.3 Vector Polarizacion

Segun vimos, en los dieléctricos s6lo se produce desplazamiento de cargas en torno al
punto de equilibrio. Asi, para un elemento de volumen del material dieléctrico (polar o no
polar) tendremos una nube de dipolos como se muestra en la Figura 47.

!
Elemento de Volumen AV

P, Ps
p N /va

Figura 47. Elemento de volumen en un medio material.

Definimos el vector polarizacion P (mayuscula) como el momento dipolar por unidad de
volumen de un dieléctrico, es decir,

N _ N
B kZledk kzlbk
P= Lim ———=Lim|—

AV ——0 AV’ AV'—0 AV’

Donde los N dipolos P, se encuentran en el volumen av'.

2.3 Potencial Eléctrico en la Materia

Consideremos ahora la expresion del potencial eléctrico producido por el elemento de
material de volumen av', segiin se muestra en la Figura 48.

Figura 48. Potencial eléctrico de elemento de volumen.
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Si suponemos que el elemento de volumen Av' puede representarse por un dipolo
equivalente 45— p.av, ntonces el potencial en una posicion T sera:
dp

:PAv'.(r—r') 1) B
47[80 IF=ri ' P :Vector polarizacion
Pe(r- i’)
dv' (2.2
e e
Donde Q es el espacio del medlo material en donde estan los dipolos. Sabemos por otro
lado que
TSN Sl SEPY (probarlo)
=1 Je=rT
Luego podemos escribir
1 5. o 1 . (2.4)
V()=——|||PeV dv
") Are, free (r-r'}

utilizaremos ahora la identidad Ve fA= fVe A+ Ae Vf, conello

p 1 s 1
Vel —— |=———_V'eP+PeV'| —— (2.5)
[F—F} Ir=r1 L’—"}

=0 I g e @9

El teorema de la divergencia establece que
jﬂv Adv =[f[ A-ds (27)

S(Q)

y aplicandolo a nuestro desarrollo

v(r) = ff 2% m s r” (2.8)

4re, S@) ||?' i‘|| 4re,

Si escribimos el elemento diferencial P-dS =P - ﬁdS pOdemos escribir el potencial como
1 ﬁ ﬁ'ﬁds J-J-J- v (2.9
472' O Q ‘

V(r) =

2.4 Distribuciones de carga de polarizacién

Ahora recordemos que para distribuciones de carga en el vacio teniamos las siguientes
expresiones para el potencial:

o(F" )dV
. j j j (2.10)

En volumen:
[r-r
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En superficie: V()= a(r')ds' (2.11)

o()

Figura 49.Cargas de polarizacion.

Por lo tanto, al comparar estas expresiones puede concluirse que la expresion para el
potencial de los medios materiales corresponde al potencial producido por una distribucion
volumétrica de carga igual a p,(r')=-V-P (2.12) y otra de superficie igual a o, (F)=P-n
(2.13). En otras palabras, al aplicar un campo eléctrico a un material dieléctrico, este se
comporta como una distribucion de carga en volumen pp y otra en su superficie op, tal
como se muestra en la Figura 50.

Material dieléctrico

Figura 50. Modelo de medios materiales.

Es importante destacar lo siguientes aspectos:
e Lascargas de pp Y op NO Sse mueven (se obtienen de la rotacién de los dipolos).
e La carga neta del material sigue siendo nula. En efecto:

1] pp(r)dV+Uj osds =[] -v-Pav- I P-ds (2.14)

S(Q)

fgpp(r v+ ﬁUP(F')ds m V- Pdv + ﬁp ds
fr e o

S(Q)
=0
e p Y op obedecen a la alineacion que ofrecen los dipolos del material dieléctrico y

no corresponden a cargas libres al interior de él.
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EJEMPLO 16.

Un cubo dieléctrico de lado | y centrado en el origen tiene una polarizacion radial P =ar,
donde a es una constante y F =Xi + yj + ZK . Se pide encontrar las densidades de carga de

polarizacién y la carga total al interior del cubo y en su superficie.

A

Z,k

AN

N\
\

Q
X
X
X
\ \
k————————-—

\
[ FEU S U .
\

\
\
11

~

DD

\

o
X, 1
Figura 51. Dieléctrico cubico.
Solucion:
Envolumen , -_v.p=- ﬁf+£i+£l€ (axf+ayj+azl€)
ox oy oz

pp =—(a+a+a)=-3a[c/m’]

O sea, se tiene una distribucion en volumen de carga constante al interior del cubo.
En superficie o, = P-1i, por lo tanto tendremos una distribucion por cada cara del cubo:

Plano x-z. Cony=1/2, A= ] = |5-ﬁ:(axf+a|§i+azﬁ)-j:%l

2~

Cony=-1/2, A=—]

_ - I - " ~ al
=>P-A=|axi+-a—-j+axk |- (-))=—
( 5] J( =5

.. . al
Similarmente para las otras caras se tiene o = >

Carga total al interior del cubo:
[[] pedv =-3al° = Q; =-3al’
\Y

Carga en las caras:

3
e Por cada cara o’ =0Q :%

cara

e Seis caras = Q... =3al’

|
|
|
|
RO T
|
|
|
|
|
|
I
~
}
|
}
)
>
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Notar que la carga totales Q=Q; +Q..
=-3al’ +3al®* =0

Se obtiene que el material dieléctrico tiene carga neta nula, lo que esté de acuerdo a la
intuicion, ya que el material dieléctrico no tiene cargas libres.

2.5 Generalizacion de la 12 ecuacion de Maxwell

Consideremos ahora el caso general en que tenemos una distribucion de cargas libre p al
interior de un material dieléctrico (puesta alli a propdsito). La 12 ecuacién de Maxwell

indicav - E = Zeul  (2.15),
&o
Aqui poral corresponde a la carga total que es fuente de campo eléctrico. Por ello, en este

caso corresponde a la carga libre al interior del dieléctrico mas las distribucion de carga de
polarizacion.

Asi, poal = ot pp (2.16) donde p_ densidad de carga libre y pp densidad de polarizacion.
Luego, podemos escribir

pL+pe=V-gE, (2.16)
0 pL=V-5E—-pp (2.17)
pero p, =-v.p
p =V-gE+V-P (2.18)
p.=V-(gE+P) (2.19)
Se define D=¢E+P (2.20) como el vector desplazamiento eléctrico en medios
materiales. Con ello

= p, =V-D (2.21)12 Ecuacion de Maxwell.
Integrando en volumen

QI ibre total

J;J; pL-dv:jEUV-dev

Qlibre total — ﬂ Ij -ds (222)

Ley de Gauss en medios materiales

Notar que en estas expresiones Ees el campo eléctrico total, el cual es resultante tanto de
fuentes externas como de las cargas libres p y las de polarizacion pp. A su vez, en el

espacio vacio P=0 Yy se cumple p=E segun habiamos visto anteriormente.
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2.6 Constante Dieléctrica

2.6.1 Polarizacién de medios materiales

En la mayoria de los materiales P =0en ausencia de campo eléctrico y en general la

polarizacion P de los materiales varia con la intensidad del campo eléctrico aplicado. La
atmosfera es un tipico ejemplo de un medio en el cual la polarizacion varia con la altitud.
Dependiendo de la forma en que se efectla esa variacion los materiales se clasifican de la
siguiente forma:

* |P|=clE|= Materiales lineales

e P =¢(r)E = Materiales is6tropos. Aqui P// E
e ¢ constante = material homogéneo.

Se acostumbra a escribir: P = y,5,E (2.23)

donde y,es la susceptibilidad eléctrica de un material y corresponde a una medida de cuan
susceptible o sensible es un material al campo eléctrico aplicado. En general y, es una

matriz que considera todas las posibles variaciones de la polarizacién con el campo
aplicado. Sustituyendo la expresion de P en la definicion del vector desplazamiento queda

D=gE+1.56E (2.24)
D=¢,(1+4,)E (2.25)

Se define ¢ = + y, (2.26) como la permitividad dieléctrica relativa del material dieléctrico
ye=¢g,6,como la constante dieléctrica del material, también llamada Permitividad

dieléctrica (recordemos que &, es la permitividad del espacio vacio definida anteriormente).

Conello
D=¢E. (2.27)

Asi, en general la constante dieléctrica serd variable al interior del material, siendo la
expresion mas general de estos cambios

XX 3 Xy gXZ E X

D £
D, |=|¢x &, &.|E,| (2.28), yengeneral & =¢&; (r).
D & E

z

2.6.2 Clasificacion de materiales dieléctricos

92



En base a la constante dieléctrica los materiales se clasifican en

a) Material lineal si |5|=:|E

b) Material isétropo si D = &(F)E,
c) Material homogéneo si D = ¢E, con ¢ constante.

A continuacion se ilustran las distintas posibilidades para un material especifico:

i) Material lineal, is6tropo y homogéneo

® @ o @

® | ® Sl e
® © o ©

Situacién sin campo aplicado Situacion con campo aplicado

Figura 52. Material lineal, isétropo y homogéneo.

Aqui se cumple que |P|=<|E| : D,PyE son paralelos y D =¢E con ¢ constante.

i) Material lineal, is6tropo y no homogéneo

® D o ©
® _|® .9 4|0
) &>
Hituacidn sin campo aplicado Sitwacidn con campo aplicado

Figura 53. Material lineal, is6tropo y no homogéneo.

Aqui se cumple que B | = o|E| ; D,Py E son paralelos y D=¢E con ¢ =&(r).

Por ejemplo, las flechas que representan el campo estan mas cortas a la derecha que a la
izquierda en la Figura 53 (situacion con campo aplicado)
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iii) Material lineal, anisotropo (no isétropo) y no homogéneo

® @ ® ©
©) ® e ®
o © s @

Situacién sin campo aplicado Situacion con campo aplicado
Figura 54. Material lineal, anisotropo y no homogéneo.

Aqui se cumple que Hp H - O‘HE

; D,y E noson paralelos y D =[¢]E con &; =& (r)-

iv) Material no lineal, anisétropo (no isétropo) y no homogéneo

® @ o ©

@ ® S le e
®© © o ©

Situacion sin campo aplicado Situacion con campo aplicado

Figura 55.Material no lineal, anisétropo y no homogéneo.

AQui || = e

D:lgij JE con &; = &; ().

), donde f es una funcion no lineal (HﬁH;tQHE‘) ; D,P y E no son paralelos y

2.6.3 La Ecuacion del Potencial (Laplace) en Medios Materiales

Si tenemos un medio dieléctrico cualquiera en el que no hay densidad de carga libre, y los
campos presentes son estaticos, se cumple:

VeD=0
Con respecto a las leyes constitutivas se tiene:

D=¢g,E+P
P=g,zE
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Segun vimos anteriormente, el parametro y tiene varias posibilidades dependiendo de las

caracteristicas del medio. Para el caso de un medio lineal se tienen las siguientes
posibilidades:

Medio lineal, anisétropo (no is6tropo) y no homogéneo. Es un material en que la
relacion entre P y E es una funcion no lineal, dependiente de la posicién. Esto
quiere decir que dicha relacidn se puede expresar en la forma

P =&, xn(NE, + &, 11, (NE, + & xi5(NE,

Medio Lineal, anisétropo (no isétropo) y homogéneo: Es un material en que la
relacion entre P y E es una funcion lineal que no depende de la posicion. Esto
quiere decir que dicha relacion se puede expresar en la forma

R = &0 xuEy + 80 2i2E, + 80 215 Es
y los elementos y; son constantes y forman una matriz simétrica.

Medio Isétropo: Es un material cuyas propiedades dieléctricas no dependen de la
orientacion del material. En el caso de lo medios que son ademas lineales, esto
significa que la relacién se expresa como

P =&, 4, parai=1,2,3

Medio Homogéneo: Es un material cuyas propiedades dieléctricas son las mismas
en todo punto del material. Si el medio es lineal, la (0 las) y son constantes,
independientes de la posicion en el material.

La ecuacion de Laplace se obtiene de la siguiente forma.

D=g,E+P=¢gE+g,E =>D=¢,(1 + y)E

Donde | es la matriz identidad de 3x3. Esto tltimo relaciona D y E en general a través de
una matriz.

D=A(r)E

Esta ecuacion cumple con la primera ecuacion de Maxwell

VeD=Ve(Ar)E)=0

Por otra parte, sabemos que el campo electrostatico es conservativo, es decir, se cumple

VxE=0

por lo que el campo eléctrico se deriva de una funcién potencial de la forma:

E=-WV
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Reemplazando en la expresion de la divergencia del vector desplazamiento tenemos:
Ve (A(F)VV(F))=0

Si el material es no homogéneo A= A(r) depende de la posicion, por lo tanto al tomar la

divergencia se debe aplicar sobre un producto de funciones. Por ello, en este caso, a pesar
de que no hay densidad de carga libre, no se cumple la ecuacién de Laplace.

Cuando el material es homogéneo A es constante respecto de la posicion y puede salir fuera
de la divergencia. Con ello se obtiene:

AV e(VV(F))=0
por lo que aqui si se cumple la ecuacion de Laplace

VA (r)=0.

2.7 Ruptura dieléctrica

Cuando el campo eléctrico es lo suficientemente fuerte, es posible arrancar los electrones
de las moléculas y el material deja de comportarse como aislante, esto se conoce como
ruptura dieléctrica. Es posible encontrar la ruptura dieléctrica de cualquier material o
incluso de gases como el aire. EI minimo valor del campo eléctrico para el cual se produce
la ruptura se denomina “fuerza dieléctrica” y es un parametro de gran importancia en
ingenieria.
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Valores de permitividad dieléctrica (aproximada)* (gr )y fuerza dieléctrica de materiales
Tabla 2: Valores de permitividad dieléctrica y fuerza dieléctrica de materiales

Constante Dieléctrica Fuerza dieléctrica
Material g, (adimensional) E (V/Im)
Titanato de Bario 1200 7.5x 10°
Agua (mar) 80
Agua destilada 81
Nylon 8
Papel 7 12 x 10°
Vidrio 5-10 35 x 10°
Mica 6 70 x 10°
Porcelana 6
Bakelita 5 20 x 10°
Cuarzo (fusionado) 5 30 x 10°
Goma (dura) 3.1 25 x 10°
Madera 25-8.0
Polyestyreno 2.55
Polypropyleno 2.25
Parafina 2.2 30 x 10°
Petroleo 2.1 12 x 10°
Aire (a 1 atmosfera) 1 3 x 10°
(*) Estos valores pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas variedades y aleaciones de
cada material y la permitividad es ademas sensible a la temperatura, impurezas, etc.

| 2.8 Condiciones de borde

Hasta el momento hemos considerado el fendmeno electrostatico en el vacio y en medios
materiales en forma aislada. En la practica existiran campos en dos o mas medios
materiales en contacto entre si. Llamaremos condiciones de borde a las condiciones que
deben satisfacer los campos en las superficies de separacién de los medios.

Consideremos dos medios dieléctricos tal como se muestra en la Figura 56, en los cuales se
tiene campos eléctricos E, y E, en la interfaz de cada uno de los medios. Supongamos que

descomponemos cada uno de los campos en sus componentes tangencial y normal a la
interfaz seglin se muestra en la Figura 56.

Las componentes de cada vector son

I
m

El 1t + Eln
= +

m
N

Il

m
N
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Dieléctrico 1

Trayectoria
cerrada /

Figura 56.Condiciones de borde E .

Usaremos las ecuaciones VxE=0 (2.29) y
V-D = p,,,. (2.30) para deducir las condiciones de borde.

i) Condiciones sobre el campo eléctrico.
Para la trayectoria infinitesimal | (que rodea la superficie S) se cumple que:
[[VxE-ds=0= {E-dl =0
S 1(S)
-E,d-E h-E, h,+E,d+E, h,+E h =0

luego:
=-E,d+E,d=0
S Ey=E, (2.31) Las componentes tangenciales del campo a ambos
lados son idénticas.
o .. Dy _Da (2.32) la componente tangencial del vector D es discontinua.
& &

i) Condiciones sobre el vector desplazamiento.
Consideremos la interfaz de dos medios como en la Figura 57.

Figura 57. Condiciones de borde D.

Aplicando la Ley de Gauss
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ﬁ D-dS=Q,,. (2.33) Q,,.=0,AA en el caso general

S
o, :carga libre puesta deliberadamente en la interfaz (no es de polarizacion). Luego

D, AA-D,,AA+ [[D-dS = 0,AA
manto

Si Ah—>0= IID-d§:O:>D1n—D2n=G| (2.34)

manto

Es decir, el vector D sufre la discontinuidad de la carga superficial para su componente
normal. Si no hay carga libre o, =0y

D,, =D,, (2.35)
Para el campo eléctrico se tiene gk, =¢&E,, (2.36)

Las ecuaciones de esta seccion son las condiciones de borde que deben cumplir E y D
cuando se pasa de un medio material a otro distinto. Generalmente estas condiciones se
aplican cuando conocemos los campos en un medio y deseamos saber que ocurre con ellos
al otro lado de la superficie de contacto con otro medio.

EJEMPLO 17.
Se tiene una densidad de carga superficial o entre dos medios dieléctricos seglin se muestra
en la figura. Se pide calcular el campo eléctrico y el vector desplazamiento en todo el

espacio.
]
/'\ A Dl’ El
K
g BZi EZ
Figura 58.Carga superficial entre dieléctricos.
Solucién:

Las cargas libres estan en el plano. Para las cargas de polarizacion, dado que los medios son
homogéneos no hay densidad de carga en volumen y sélo habra densidad de carga
superficial de polarizacién, la que también se distribuira en planos paralelos al de la carga
libre (caras de ambos dieléctricos en contacto con o). Por lo tanto, por simetria todos los

campos tienen la direccién K y — k. Las cargas superficiales de polarizacion en ambos
dieléctricos estaran dadas por o, =P,-(-k) Y o, =P, -k donde P, =(¢, - &, )E, ¥

P, =(&, —&, )E,- Asi el problema se puede representar por 3 densidades de carga superficial,
segun se muestra en la siguiente figura:
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Figura 59.Carga libre y de polarizacion.
Claramente, por superposicion (o aplicando la Ley de Gauss en S),

1=(i+@+@}g y Ezz(i+@+@j(_|z)

26, 2¢, 2¢, 2, 2&, 2¢,

m

luego D, =e| @ 4+ %P, TP g D. =g | % %P Or | g
’ ! 1(250 2, 2¢&, Y De=e 2e, 2&, 280( )

Por las condiciones de borde sabemos que(considerando que los campos tienes sentidos

contrarios):

(e,+¢,)
2¢,

D,+D,,=0=>0= (0'+0'P1+0'P2)

= 26,0 = (81 +&, )(O'+O'Pl +O'P2)

De las férmulas de densidad de carga de polarizacion tenemos:

A~

Opy = (51 — & )El '(_ k): (50 _‘91)E1

y reemplazando la expresion del campo

(50 _51)(

:O‘Plz O-+O-P1+O-P2)
&g
dividiendo 2¢,0/ 0, tenemos
26,0 & +¢& Ey— &
0 = 1 2 f— O-Pl = O'M
Op; &y — & & + &,
2¢g,
Analogamente para2¢,0/ o, se obtiene
Ey—E
Op, =02
& +é&,

luego
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2¢ &+e, &+&,
= o = &0
“E, = k=D, =——k

81+82 6‘1-1-82
= o = &,0 ~
E,=- k=D,=——%2—k

& t+ &, & t&,

Claramente se cumple
(D,-D,) k=0

Caso particular sin medios

que es la expresion del campo de un plano infinito de carga.
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2.9 Refraccion del campo eléctrico

Consideremos dos medios distintos en los cuales se tienen campos eléctricos y de
desplazamiento en ausencia de cargas libres en la interfaz. Esto se muestra en la Figura 60.

Dieléctrico 1

Figura 60.Refraccion campo eléctrico.

Sean E,, b, Y E,, D, los vectores de campo eléctrico y de desplazamiento en estos dos
medios contiguos tal como se muestra en la Figura 60.

Aplicando las condiciones de borde para el campo eléctrico se tiene
E;=E,; =Esing, =E,siné, (2.37)

Las del vector desplazamiento (sin carga superficial entre los medios) son

0, =0=D, =D,,
&E, cosb, =¢,E, cosb, (2.38)

Dividiendo (2.37)/(2.38)
196, _ 196,
& - &
Esta es la ley de refraccion del campo eléctrico en ausencia de carga libre, la que también
se puede escribir como

=

9, & &y (2.39)

190, & &
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| 2.10 Consideraciones sobre Simetria

Hasta aqui hemos usado extensivamente la nocion de simetria para calcular campos. Esta
nocion esta basada fuertemente en despreciar efectos de borde de las configuraciones, esto
es, suponer planos infinitos, cilindros infinitos, etc. Esta aproximacion permite tener una
primera vision de los fenGmenos pero en la practica, es necesario considerarlos y por ello se
utilizan programas computacionales para resolver la ecuacion de Laplace y la de Poisson.

Para ilustrar las limitaciones de efectuar simplificaciones en los calculos consideremos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo intrigante
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracion de la Figura
61. Hay dos dieléctricos de constantes ¢, y ¢,, cada uno de los cuales corresponde a

semiesferas de radio a. En el centro de la esfera se ubica una bola cargada con densidad de
carga p, y radio & . A partir de r>a todo el espacio se Ilena con un tercer dieléctrico de

constante &;. Se piden los campos en todo el espacio.

Figura 61. Simetria y condiciones de borde.

Solucion:
Si comenzamos a resolver desde el tercer dieléctrico tendremos el siguiente desarrollo:

o

I‘F H"
+ L%
Zonal , X S
7 i"/—
i 1
: g A
-------------- 1‘-_---_- -_--3----r--_---_--_---_--__--_--
b | X, !
Zona 1l A % SN ;
L ; 7
b '
N -
. -,

Figura 62. Simetria esférica.
Aplicando la ley de Gauss a S

ﬁ D- d§ = Qlibre
S
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Pero Q,,,. = 47p,5° /3. Ademés D sdlo depende de r, luego = 4ar*D(r) = ;17270053

3

213 P8’
= D(r) = r, E(r)= r
( ) 3r2 ( ) 383'..2

Si ahora aplicamos condiciones de borde para D en r=a se obtienen los vectores
desplazamiento en los medios 1y 2. Asi,
o, =0=D,, =D,
D2n = Dn

Se obtienen entonces

3
r, E/(r)= PO

S
Dl(r):p 3g,r?
1

3
0
3r?
5° 5°
D,(1)="25 1. Exn)= ;;r r
Pero al aplicar la condicion de continuidad para la componente tangencial del campo en la
interfaz de ambos medios se debe cumplirg, =E, en & <r <a. Cuestion que claramente es

contradictoria con las expresiones anteriores.

Si ahora partimos aplicando la ley de Gauss en S” (ubicada en r, tal que §<r<a) se tiene
ﬁ D-dS = Qiibre
o
Y suponiendo que los vectores desplazamiento son diferentes en cada medio se obtiene
4 2
271 (Dy(r) + D, (M) = 5 708" = Dy(1)+D,(r) = = o
La ecuacidn para los campos queda
2
&E (r)+&,E,(r) = 37,0053
Si aplicamos ahora continuidad de la componente tangencial del campo obtenemos
2 3
E(r)y=_ 2P0
(g, +&,)r
Luego los vectores desplazamiento son

2, 0.6°
D,(r) = &2
(e, +&,)r
3
Dz (r) = 282,006

(e, +&,)r?
Para obtener los campos en el medio 3 aplicamos continuidad del vector desplazamiento.
Con ello obtenemos los siguientes dos valores diferentes para las Zonas 1y 2

28,p,8°

3
3( )r r, parala parte superior y D, (F) __26p0" o
& +&)N

D, (r) = f para la inferior.
(1) (g, +&,)r? P

¢ Cuél es el camino correcto?
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La respuesta se encuentra en la validez de las suposiciones sobre la simetria del problema.
En primer lugar observemos que las cargas de polarizacion se distribuyen segun se muestra
en la siguiente figura.

Figura 63. Densidades superficiales de carga de
polarizacion.

Dado que los medios son diferentes, las densidades de carga también seran diferentes. Asi,
Op #0p, #0p;, Y €N cOnsecuencia, el problema no tiene simetria esférica. Con ello

E =E(r,¢) Yy no es posible usar la Ley de Gauss tal como se mostro.

En el primer caso, al suponer simetria radial en el medio 3 suponemos despreciable el
efecto deformador de los medios 1y 2. En el segundo caso, suponemos que los medios 1y
2 son lo suficientemente grandes de modo que & <<a. Con ello los campos tendran simetria
radial (s6lo dependen de r) al interior de los medios.
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2.11 Problemas resueltos

PROBLEMA 1
Considere un cilindro conductor infinito de radio a inmerso en cuatro diferentes medios

seguin se muestra en la figura. Si se carga el conductor con una densidad o, se pide calcular:
a)El campo eléctrico en todo el espacio.

b) Densidades de carga de polarizacion.

Cc)El vector desplazamiento D en todo el espacio.

NN \

22

& E ‘.
Solucion:

Para realizar este ejercicio ocuparemos la ley de Gauss para desplazamiento eléctrico,
ﬁD'd§=Q|ibre encerrada » 80€MAs de la condicion de borde E, =E, Yy de la relacion para

medios isotropos.
&£
g,E+P

D
D

a) Suponemos que E = E(r)f.
= EIl campo en las intersecciones de los dieléctricos es tangencial (r > a)
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Aplicando condicion de borde E, =E,,
— E,=E, =E, =E, =E (ya que la inica componente del campo es la tangencial.
= EI campo eléctrico no depende del dieléctrico.

Luego aplicamos la ley de Gauss. Para ello, ocupamos un cilindro Gaussiano concéntrico al
cilindro conductor de largo unitario, pudiendo distinguir dos casos:

FiguraP.2.1.3

e r<a. Eneste caso, no hay carga libre encerrada, con ello tenemos que:
E(r<a)=0.
e 1 >a. Podemos ver que la ley de Gauss nos da:

Dl-nr+ D2-7zr+ D3-7zr+ D, -ar

2 2 2 2
simplificacién del largo del cilindro que corresponderia en ambos lados de ésta)

=27ac (En esta ecuacion ya esta hecha la

Si D, = & E, obtenemos que el campo fuera de la esfera es:

4ac
re,+&,+&+¢&,)

-~

E=

b) De las dos relaciones dadas al comienzo, tenemos que el vector polarizacion
— - & —&))-daoc
B, = (6, —ep)E =20 ‘
re,+&,+&+¢,)

Sabemos que la densidad volumétrica de polarizacion es: p, = ~V-P. Luego
concluimos que para todo medio i, la densidad pi es

10(rP) _
r or
(resultado esperado, pues de antemano sabemos que no hay densidades volumétricas de
carga)

ppiz_v'p;: 0
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Tenemos también que existe una densidad de carga superficial debido a la
polarizaciéon en cada una de las zonas de borde. En la figura 9.2.1.4, podemos ver las
normales asociadas a cada superficie.

FiguraP.2.1.4

Luego, sélo existe carga de polarizaciéon o =P-A en la cara del circulo. En esta
zona, tal como lo muestra el dibujo, el vector normal es —f .

Entonces la carga de polarizacion de la superficie del cilindro depende de la zona de
contacto. Para cada zona, su valor es:

dac (& &)
r(e+e+&+¢,)

Q
I
o
S
I
o
|
-~
I

pi

Evaluandoen r=a

(e, — &)-dac

=0, =

"alg te te +eg)
—lo. = (&, — &)-4o

P (6 +& +& +&)

c) Como ya usamos en la parte a, para un material is6tropo (la mayoria) tenemos que el

desplazamiento se relaciona con el campo de forma que D = sE . Luego, el desplazamiento
para cada zona es:

e D(r)=0sir < a.

- & -dao . .
e D= ' f sir>a, paralazonai.
r(e,+e&,+&+¢,)
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PROBLEMA 2

Un conductor cilindrico largo L de radio a que tiene una densidad de carga A por unidad de
longitud, se sumerge en un medio dieléctrico de constante dieléctrica e. Se pide encontrar el
campo eléctrico a una distancia r>a del eje del cilindro.

Solucion:
Para r>a
fiD-ds=Q=aL
= 2zrLD = AL
=D =LF
2rr
~E=_2 ¢
27re
PROBLEMA 3

Considere dos placas planas de vidrio ( & = 8.5 ) puestas verticalmente, que se encuentran
separadas por un hueco de aire y rodeadas de aceite ( &= 3.0 ), tal como lo ilustra la figura
P.2.3. Un campo eléctrico uniforme de 2000 V/m existe en el aceite. Se pide calcular el
campo eléctrico en el vidrio y en el hueco de aire cuando el campo en el aceite

a) Es normal a la lamina de vidrio

b) Forma un angulo de 75° con ésta.

aceite aire aceite

Vidrio Vidrio

FiguraP.2.3

Indicacion. Considere que los campos sélo tienen componentes en el plano de esta pagina
(no tres dimensiones).

Para todos los problemas haga todo supuesto que usted considere justificadamente
necesarios para resolverlos (incluida la posible necesidad de datos adicionales).
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Solucion:

a) Se tienen las siguientes condiciones de borde:

D
E

- D2n =0
:EZt

In

1t

Aceite / aire Aceite
7
75° E
|
FiguraP.2.3.1

Donde o es la carga libre en la interfaz, supondremos que no hay carga libre en ninguna
interfaz, es decir, suponemos o =0.

Como el campo en el aceite es normal a la superficie

:>E1t:E2t:0

Dado que el campo en el aceite es normal a la superficie, se tiene que:

D=¢E=¢E -¢E,=0

Donde los subindices son 1 para aceite y 2 para vidrio

&E _£.6E _s,E _3-2000 Vv

gk =¢E,=>E,=

&

Luego el campo para el primer vidrio es EZn = E2 = 705.8825ﬁ

Entre vidrio (subindice 2) y el aire, que le asignaremos como referencia el 0, aplicamos

€260

=705.882—
£, m

\Y

condiciones de borde de forma analoga a la anterior.

= = &E,

_ €

r

—

E

&E,=6,E, =>E, =

€o

&o

2 -¢ E, = 6000~
m
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—

: . = V.
Luego el campo en el aire sera: E,, = E, =6000—n
m

Para la proxima placa de vidrio el campo valdra lo mismo que en la primera.

b) El campo eléctrico del aceite forma un angulo de 75° con la lamina de vidrio

Aplicamos condiciones de borde:
E,=E, = E -cos75°=E,-cosd @
D, =D,, = ¢E, =¢&E,, = gE sin75°=¢,E, sing (2)

Multiplicando (1) por &, y sumando el cuadrado de ambas condiciones tenemos:

(DE,-cos75°=E,-cosd /-gz
(2)&,E, -sen75° = ¢,E, - send
(1)* +(2)° = E/*(¢,” cos® 75° + £,°sen’75°) = &,°E,”
= E*(g%,¢2 coS” 75° + £2,625en° 75°) = &7, €2,

= E*(¢%, cos’ 75°+ £sen’75°) = &2,E,”

_ E*(&, cos” 75°+ £Zsen’ 75°)

&2

2
=E,

Considerando E, = 2000!
m

— E?, =732838,7236 = E, = 856,06
m
E,en() =46
cosg = £1C0ST°_2000:0.298 _ ) o5 5_ 35 790
E, 856,06

= E, = E, cos &f + E,senén

= |E, ~517,92f + 681,83n [ﬂ

Para encontrar el campo en el aire, debemos nuevamente aplicar condiciones de borde:
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E2t = EOt = EOt :517,92!
m

Dyp = Doy =0= 6,E,, = 5,Ey,
€0
= EOn =

o

— E,, =5795,56"-
m

= |E, =517,92t + 5795,56n {q

m
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2.12 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

Dos cilindros concéntricos de radios a y b respectivamente y largo L se encuentran
ubicados tal como lo indica la Figura PP.2.1. El espacio entre ambos se encuentra lleno de
un material con permitividad €. El vector polarizacion entre ambos medios esta dado por

P =r2f +sin 99

Dado lo anterior
a) Calcular las densidades superficiales de carga de polarizacion
b) Calcular la densidad volumétrica de carga de polarizacion

c) Plantear una expresion para el vector campo eléctrico en todo el espacio.

TN

N

Figura PP.2.1

PROBLEMA 2

Una densidad de carga esférica p(r) =kr (0<r<a) se encuentra rodeada de un material
dieléctrico con geometria esférica hasta una distancia radial b, segin se muestra en la
Figura PP.2.2

SR
AL

Figura PP.2.2
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El medio material se compone de moléculas, cada una de las cuales posee un
momento dipolar eléctrico de 5x10% [Cm] orientado radialmente (seginr). La
densidad de carga produce una modificacién en las moléculas, las cuales presentan
la siguiente densidad volumétrica g(r) = kr2 [moléculas/m?]. Se pide:

a) Determinar el vector polarizacion del medio material.

b) Calcular los campos D y E en todo el espacio.

c) Determinar la diferencia de potencial entre los casquetes definidos por radios a 'y
b.

PROBLEMA 3
Considere tres materiales dieléctricos homogéneos formando la configuracion
esférica de la Figura PP2.3.

Figura PP.2.3.

En el centro de la esfera de radio a se ubica una carga g. Se pide:

a) Calcular D en todo el espacio.
b) Calcular E en todo el espacio.

c) Son iguales los campos en las zonas 1 y 11.
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‘ CAPITULO 3. CONDUCTORES EN ELECTROSTATICA

| 3.1 Modelo Bésico de Conductores

Modelaremos un conductor ideal como un medio material en el cual existen abundantes
cargas positivas y negativas, las cuales pueden moverse libremente en presencia de un
campo eléctrico. Asi, al aplicar un campo eléctrico se genera una fuerza sobre las cargas,
las que se moveran hasta alcanzar el estado de equilibrio. Este equilibrio implica que el
campo eléctrico al interior del conductor debe ser nulo (de otro modo las cargas
continuarian su movimiento) segun se ilustra en la Figura 64.
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Carga neta nula Carga neta nula

Figura 64. Conductor en presencia de un campo eléctrico.

Supondremos en principio que la cantidad de carga libre al interior del conductor es muy
elevada (infinita). Por lo tanto siempre el conductor puede disponer de carga negativa y
positiva para localizarla, de modo que se alcance el estado en que el campo interior sea
nulo en la condicién estacionaria. En este capitulo solo estudiaremos la condicion de
equilibrio y dejaremos el fendémeno de la conduccién para mas adelante.

| 3.2 Propiedades

De la definicidn anterior se sigue que un conductor cumple con las siguientes propiedades:

1. La carga solo se redistribuye en la superficie, ya que si E es nulo en el interior
=V-E=0= p, =0, 0 sea, no existe densidad volumétrica de carga.

2. Toda la superficie del conductor es una superficie equipotencial. En efecto, dado
queAV = —_[ E-dl y dado que E es nulo al interior del material conductor, entonces
AV =0 entre cualquier par de puntos del conductor, es decir, todo el conductor

esta a un mismo potencial.
3. El campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor es normal a la superficie

del conductor y vale E = Zh , donde o es la densidad superficial de carga del

o
conductor. Consideremos el conductor de la Figura 65.
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Figura 65. Densidad de carga en conductores.

Aplicando la ley de Gauss al cilindro infinitesimal de la Figura 65 se tiene
ﬁ Ij ' d§ = QTotaI

Dado que sdlo hay campo afuera = D,, =0

f}0-dS= [[D-ds+ [[D-ds (3.1)

mitad tapa
manto exterior

haciendo tender h—0 la contribucion de la mitad del manto se hace despreciable,

con ello B
= §D-dS =D,As
= D,As = 0oAs
pero
Dn = SEn
—E=%n
&
parael aire ¢ = £y luego
E-%432
80

Lo que concuerda con la intuicion fisica, ya que si hubiera campo en el sentido tangencial
en la superficie del conductor habria movimiento de cargas, el que se mantendria hasta
alcanzar un nuevo punto de equilibrio con campo tangencial nulo.

| 3.3 Caso Conductor con Oquedad
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En esta seccion probaremos que toda carga libre s6lo existe en la superficie exterior de un
conductor. Consideremos el caso en que se tiene un conductor con una oquedad y se le
inyecta una carga libre Q, la cual puede desplazarse libremente en el conductor, tal como se
muestra en la Figura 66.

Carga
Neta Q hueco interior

@
l

o superficial cara externa
Figura 66. Densidad de carga en conductor hueco.

Si tomamos una superficie S’ que contenga al hueco, por la Ley de Gauss se debe cumplir

ﬁ Ijint. -dS = Qtotal
S

Pero D,, =0=>Q,, encerrada por la superficie S’ es nula. Ahora bien, la carga encerrada

por la superficie S’ puede deberse a una carga superficial en la superficie interior del hueco,
0 bien a una carga en volumen. Pero ya hemos visto por la propiedad 1 que un conductor no
puede tener densidad de carga en volumen. Por ello, la carga en la superficie interior del
conductor es nula.

En consecuencia, solo podra distribuirse la carga libre Q en la superficie exterior, lo que
haré de forma que se produzca un campo nulo al interior.

Un caso interesante se produce cuando se introduce una carga puntual Q en el hueco
interior de un conductor sin carga, segun se muestra en la Figura 67.

Figura 67.Carga en oquedad.

En este caso, al aplicar la Ley de Gauss a S sigue cumpliéndose que D,, =0=Q,,,
encerrada por la superficie S es nula. Por lo tanto, concluimos que debe aparecer una
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densidad de carga c’ en la superficie interior de la oquedad de modo de lograr que la carga
neta sea nula, es decir,

jja'ds +Q=0 (3.3)

Ahora bien, como la carga neta de todo el conductor debe seguir siendo nula (estaba

descargado originalmente), aparecera también una densidad de carga o en la superficie
exterior del conductor de modo que

_UO‘dS -Q (3.4)
S

La situacion de equilibrio se muestra en la Figura 68.

Figura 68. Situacion de equilibrio.

Aquiocy o’ sedistribuyen de forma que el campo al interior del conductor es cero.

EJEMPLO 18.

Consideremos dos placas conductoras cargadas con cargas Q y -Q respectivamente. Entre
las placas existe un material dieléctrico de constante dieléctrica €. Suponiendo que
desprecian los efectos de los extremos de las placas (0 sea placas «) se pide:

i) Distribucion de las cargas en las placas
i) Campos en todo el espacio
iii) Diferencia de potencial entre las placas

Solucion:
Consideremos que la configuracion es la mostrada en la Figura 69.
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Figura 69. Condensador placas planas.
) Llamemos o1, 62, o3 Y 04 a las densidades de carga superficial en c/u de las
caras de las placas. Se cumple
Q=0A+0,A=>0,+0,=0 (3.5)
donde o= Q/A.
Analogamente se obtiene
o,+0,=—0C (3.6)

Por simetria los campos sdlo tienen componente segun Kk (sélo habra cargas en
planos).

Consideremos el volumen contenido por la superficie S;, el cual es un
paralelepipedo cuyas caras horizontales estan contenidas en ambos conductores.
Alli se cumple

@ff).ds‘: [[D-d5+ [[D-dS+ [[D-aS

tapa manto tapa
pero en la tapa de abajo y en la de arriba D es nulo, y en el manto D es ortogonal a
dS , luego
f§D-dS =0+0+0=0

S

Por otra parte Qo = AAC, +AAo,
Luego por la ley de Gauss ﬁ D-dS = Q- ©s decir, se cumple

=o0,+0,=0 (3.7)
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En el espacio exterior a las placas el campo es constante (se debe sélo a distribuciones
de carga superficial constante) y tiene la direccion del vector k unitario. Llamémoslo
Dext-

Consideremos ahora el volumen limitado por la superficie S2, la cual define un
paralelepipedo que traspasa ambas placas. Se cumple

f}D-dS =Quu

ffD-ds =2D,.an,

Qutal = T1AA, + 0,AA, + 0,AA, + 0,AA, = (0, +0, +0,+0,)AA, =0
= D, =0

Es decir, no hay campo exterior a las placas.

Para la superficie S3, la cual define un cubo cuya cara inferior esta contenida en el
conductor y la superior fuera de €l, se cumple

ﬁD ’ ds = Qtotal
fjD-ds =D, AA + D, AA, =0

Qtotal = O-lAAS = Jl = 0
Asi, de (3.5) 0,=0,de (3.7) o,=—0cy de (3.6) 0, =0.

La distribucién de carga se muestra en la Figura 70.

o, =0

T -
%_J.,’

s/ c,=0 ©

Figura 70. Gauss para un condensador.
i) Nos falta calcular el campo entre las placas. Tomando la superficie Gaussiana

S, cuya cara inferior esta contenida en el conductor y la superior en el
dieléctrico, se tiene
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j-:.f D-dS =Q,,, Suponiendo D,, =—Dk

ﬁD-dS_:—DAA}
=-D=-—0c

Qtotal =—0AA
B, = —ok
El campo eléctrico al interior del dieléctrico es E,,, = Dun _, E,.=——k
& &
d —_ —_
AV =—[E-di
iii) 0
d
V, -V, ==[E-dl

0

‘ o o ~
AV:—I(—jR-(dz)R:zg df = dzk
0 &
= AV =24
&
Asi, sic,g,d>0=V_-V >0
Notar que dado E=-vv, para una variable tenemos E = _%Vf. Luego si sabemos el
X
voltaje entre dos puntos, para pequefios incrementos podemos aproximar
- AV
E=——I
AX
= AXE = -AVI

(Xz - X1)E = _(Vz _Vl)f

A modo de ejemplo, si tomamos la referencia de la Figura 70 donde X, —X; < 0, se tiene

si V>V = E=Ei; siVoeVi =E= E(—1), que es el caso mostrado en la figura.

(10000 [V]) V:

N
00 [V])) Vo  —-Y-mmee ﬁ

Figura 71.Direccion campo eléctrico.

En general, cuando calculamos el potencial entre dos puntos cualquiera tenemos
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= —_—

2
E-dl =—[VV.dl
1

CAVASCAAY A A
OX oy oz

dl’ = dxi + dyj + dzk
wWodl = NMax+ NMay+ Mz~ av
OX oy 0z

=k

2_ —_
o [E-dl =—[dV
1

-
1
2

~V, =V, =—[E-dl

1

Es importante notar que en el ejemplo anterior, si el dato hubiera sido la diferencia de

potencial AV = ~%4 , los resultados serian idénticos (PROBARLOY).
&

3.4 Condensadores

Un condensador es un sistema de dos conductores en donde la carga de uno de ellos es de
igual magnitud pero de signo contrario al otro. Generalmente se dispone de un dieléctrico
entre ambos conductores. Se define el parametro capacidad de un condensador como

_Q
c= 1 @9

donde Q es la carga positiva de uno de los conductores y AV la diferencia de potencial entre
ellos (Vo-V.g). Se cumple la propiedad de que la capacidad C es independiente de Q y AV y
solo depende de la geometria y las caracteristicas dieléctricas de los materiales.

VQ V‘Q

E
—
Q > V, >V,
—>

Figura 72. Condensador.

EJEMPLO 19.
Calcule la capacidad del EJEMPLO 19..
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Solucion:
Teniamos la configuracion

Area A

Figura 73. Condensador placas planas.

Se cumple Q=0Ay AV =%d, luego
C=O-—A:C=gA
L8774
&

Luego para este ejemplo la capacidad tiene las siguientes propiedades:

Menor d = mayor C,

Mayor A = mayor C,

Mayor ¢ = mayor C,

Para un mismo AV, la carga acumulada es mayor mientras mayor es su
capacidad.

EJEMPLO 20.
Calcule la capacidad del condensador de la Figura 74. Desprecie los efectos de borde, i.e.,
calcule campos considerando a, b<< L.

e |
P
v gl
- = PE|
-7z -
1,7 -7 =71 (L i
z s 7 -
L-" - -1 v 7 |
L.~ .~ - -
[ an| L2770
- - - [
- s 7
[P Bt stag
i ,/// ] |///, //I
/,//,ﬁ - g
Ls_-7_-l Sl
=" 2" L
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12 7 -7 LeZ-7.200
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Lo 527 [t
;/',’ e — e 2 T
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PPty PR
P A
/ -
—

Figura 74. Condensador cilindrico.

Solucién:
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Llamemos o1, 62, 63 Y o4 a las densidades de carga superficial de cada cara.

Figura 75.Distribucion de cargas condensador cilindrico.

Si distribuimos la carga de modo que c3+64=6,Y o1t0=-G, para que el condensador
cumpla con la definicion se debe tener
Q:aaz;zaLmbzﬂbL:»ﬁ:E (i)
o, a
De acuerdo a las propiedades vistas en los conductores la carga se almacena en la superficie
externa, es decir, 64,=0 = o3=ca. Tomemos una superficie gaussiana S segiin se muestra

en la Figura 76.

Figura 76. Simetria axial exterior.

Aplicando la ley de Gauss a S

j:‘_f D-dS= Qtotal
El sistema posee simetria axial, luego D = Dp parar > b (al interior del cilindro conductor
externo) y es nulo al interior de los conductores, o sea en el manto de S. Por ello,

Qtotal =0, Asa +0227Z'b| :“.Dds :IJ.OdS

2ral
= Qtotal =0= —O'a27Z'a| = 0227Z'b|
a
=0, =—0, E
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y de (i)
=o0,=-0,=0,=0
Consideremos ahora una superficie Gaussiana en a<r<b como la mostrada en la Figura 77.

;

S

7

\

\
A=
+
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Figura 77. Simetria axial interior.
Se cumple

ﬁ D ) d§ = Qtotal
Qtotal = Ga 27[8"
ﬁ D-dS = D2arl

= D2l = o, 27al

La diferencia de potencial entre placas es:

y escogiendo dI =drp

Por definicion ¢ = A?/ , Y en este caso
AV :VQ+ —VQ, =V, -V, =-AV,, (**)
Q

y Q=0,2mL =>oc,a= o Ocupando (**) y reemplazando todo esto en (*):

125



Q InE

AV =
2rLe a
coR s
AV n?2
a

Notar que nuevamente la capacidad C es proporcional a € y el area, e inversamente
proporcional a la separacion entre las placas. Se acostumbra a designar los condensadores
por el simbolo
CA L v+
= T V-

Figura 78. Simbolo condensador.

\ 3.5 Cargas en medios materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es lo siguiente:

(i) Dieléctricos

=
2@ 5

Figura 79. Cargas en dieléctricos.

D=gE+P

D=c¢E

Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posicion de
equilibrio, pero no se desplazan.

(i)  Conductores:

Equilibrio electrostatico

E=0
V =cte

Figura 80. Conductores en equilibrio electroestatico.
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Solo tiene distribucidn superficial. La carga al interior es nula p=0y no hay
polarizacién P=0.

En la préactica, los medios materiales podran exhibir caracteristicas tanto de dieléctricos
como de conductores.

3.6 El método de las imagenes

Se tiene la ecuacion de Poisson

- r
v () =20
&y
En el vacio no existen cargas, con lo cual se tiene la ecuacion de Laplace,

VA/(r)=0.

Como ya se ha visto, resulta de gran utilidad esta ecuacion para determinar el campo
eléctrico a que esta sujeta una region. Se requieren para resolverla, sin embargo, y como en

cualquier ecuacion diferencial, condiciones de borde.

Considérese el siguiente sistema de conductores en equilibrio electrostatico, en que
sendas fuentes de voltaje fijan el potencial de cada uno a un valor establecido.

Ve Vo=

V L
Figura 81. Sistema de conductores en equilibrio electrostatico

El método de imagenes resulta util para resolver la ecuacion de Laplace para

encontrar el campo eléctrico entre estos conductores utilizando como condiciones de borde

los potenciales de cada uno de éstos, V,, y la relacion HlﬁmV(F) =0. Se puede demostrar
r||—o0

que la solucion a este problema es unica.
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EJEMPLO 21.
Consideremos un plano infinito conectado a tierra y una carga puntual a una distancia d,
como indica la figura. Se pide calcular el potencial en el lado de la carga.

V(F)=1

N

Figura 82. Ejemplo de uso de método de imagenes
Solucién:

Se quiere encontrar una funcion y(r)que satisfaga Vy(r) =0y la condicion de
borde w(r)=0en el plano. Sabemos que el potencial que produce la carga en el plano es

q

w(r)=
4rg,
ubicar una carga de signo contrario a igual distancia del plano. En estas condiciones y
tomando como referencia de coordenadas la proyeccion ortogonal de la carga en el plano,

segun la Figura 83, se tiene que el potencial es y (F) = L—L,. Como las cargas, de

Are,r  Ame,r
signo opuesto, se ubican a igual distancia del plano, siempre se tendra un tridngulo
isdsceles en cada posicion de éste, es decir, r=r"', con lo cual se cumple la condicion de
potencial nulo en el plano (condicion de borde del problema).

. Luego, para satisfacer la condicion de borde w(r) =0 en el plano, podemos

Figura 83. Carga: imagen frente a plano

Con esto, puede ya tenerse una expresion para el potencial al lado izquierdo del
plano. Notar que el lado derecho esta intervenido por la carga —q, mientras que el lado

izquierdo no ha sufrido alteracién alguna con respecto a la situacion original.
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Tomemos ahora como referencia la posicion de la carga g, segin se muestra en la

Figura 84. La expresion del potencial es V(F) = g G—%j con r :(x2 +y? +zz)1/2 y
Are,\r  r

r’:(x2+(y—2d)2+22)y2.

zk 1t
P » F:xf+ﬁ+z]€
r ~_| 7 =xi +(y—2d)] +zk
195 q | d i1 V. J
5l %

Figura 84. Descripcion egpacial del EJEMPLO 21.

A partir del potencial eléctrico asi obtenido, pueden realizarse otros calculos, como
el campo eléctrico. Con éste, pueden realizarse también otras deducciones, como la
densidad superficial de carga en el plano, ejercicios ques se dejan propuestos al diligente
lector.

129



| 3.7 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En la Figura P.3.1 se muestra una distribucion cilindrica, la cual esta formada por dos
medios que poseen caracteristicas dieléctricas y ohmicas. Se pide:
a) Suponiendo que los conductores estan a una diferencia de potencial Vy, calcular el
vector densidad de corriente.
b) Calcule la capacidad del sistema

c) Calcule la resistencia del sistema

Lol il

-

L - - -~
- e .
Trealael e e

-

Figura P.3.1

Solucion:

[[D-ds=Q+Q,
D,(27 -2a)rL+D,2arL=Q, +Q,

Donde Q1 y Q; es la carga sobre el manto del cilindro con angulo de (27-20) y 2 a
respectivamente. El largo del cilindro es L.

Por condicidn de borde de la componente tangencial del campo:

D, D D
E,=E,=E,=E, = 1= 2=D,= 12
&y &y &

Reemplazando en la expresion anterior:
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D, (27 - 2a)rL+ %2 21 —Q, +Q,

&
=
D, = Q +Q, g
r((2z — 2a)L+2al 8—2)
1
D, = iz Q+Q, ,
U r((27 - 2a)L+ 2ol 72)

&

Aplicando la definicion de diferencia de potencial:

V(r)=—[ E-dr+V(ref) =V (r) -V (ref) =—[ E -dr =V, :—j:E.dr ~[E-dr

E:E1:E2:&:&:>E

& & - r((2z —2a)e, L +2al ¢,)

a Ql +Q2

=V, =
® b7 -2a)eL+2als,)

(27 -2a)e, L+ 2al¢,)
_Vo((27 - 2a)e, L + 20l ¢,)

2Q+Q, = In(a/b)

Las densidades de corriente se calculan como:

Q +Q,

J,=0,E,=09,E=g

"r((27 - 2a)s, L+ 2al¢,)

lengzzng:g

Con Q1 + Q; ya calculados.

La capacidad del sistema se puede calcular a partir de la siguiente expresion:

V, = Q+Q, In(a/b)
(27 -2a)g,L+2al¢,)

c_Q+Q _ . _(r-2a)sL+20ls,

> r((27 - 2a)e, L+ 2alg,)

V, In(a/b)
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Para calcular la resistencia se debe calcular la corriente 1.

I =[[3-ds =[] 3,-dS, +[[ 3, -ds,

—
I =ﬂ 9, Q+Q, rd49dz+ﬂg2 Q+Q, rdadz
r((2z - 2a)e,L +2al ¢,) r((2z - 2a)e, L+ 2al¢,)
=
I =g, Q+Q, (27 -2a)L +g, Q+Q, 20l
(27 -2a)e, L+ 2al¢,) (27 -2a)e, L+ 2al¢,)

Finalmente, por ley de Ohm:

VO=RI:>R:V|°

Con | ya calculado.
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PROBLEMA 2

Un cable coaxial de seccion circular c+h tiene un dieléctrico compuesto entre sus dos
conductores. El conductor interior tiene un radio exterior a y esta rodeado por una cubierta
de dieléctrico de constante dieléctrica ¢, y de radio exterior b. A continuacion hay otra
cubierta de dielectrico de constante dieléctricas, y de radio exterior c. Si se establece una
diferencia de potencial V, entre los conductores, calcule el vector de polarizacion y las
densidades de carga inducidas en los dos medios dieléctricos.

Solucién:

Llamemos o, a la densidad de carga superficial del cilindro de radio exterioray o, ala
del conductor de radio interior c.

Primero calculamos el campo eléctrico en funcion de la densidad de carga o, debiendo
separar el calculo para los diferentes dieléctricos.

Para a<r<b:

fDds =Q

D,2zrL =2ralo,
ao

D1 = Tl

— ag A
=D =—2r
r

— ao- A
:>E1=—1I’
&r

Para b<r<c:
ao, ~

= —l r
&l

Ahora busquemos el valor de o,
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AV:—jEdl

a b
=V(@)-V(c)=—] Edr—[E,dr
b c
a b
V,=—[Edr—[EJr
b c

~ ?aal Iao1
b &f c &f
1a; 1bg }

V,=-ao,| — [ =dr+—[=dr
glbr SZCr

DRG]
g \b) & \c
V, = aa{iln(g}riln(%
g \a) g \b)
VO

=0, =
1, (b)) 1 C
a{ln(j+ln( }
g \a) g \b

Ya que conocemos el valor de o, calculemos el vector de polarizacion y densidades de
carga inducidas.

I5;=(<9i_‘9o)Ei’
0, =_V.|3; :_l(@jzo parai=1,2
r\ or
Op :Pi(R)n
ao,

op =B(R)=(&-&)— = para radio exterior

aa1

on =R (R)=(& - ) para radio interior

Para a<r<b:
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P =0

ao.
Op; = Pl(b) = (81 _go)b_gl
1

(o (o
O'p = Pl(a) = _(81 _‘C"o)g_l = (80 _81)?l
1 1

Para b<r<c:

E2 = (¢, _SO)E

J— ao- A
P,=(&,—&)—r
re,

P, =0

ao.

Op, = P,(c) = (e, _‘5‘0)_l
Ce,

ao,
o, =P (0) = (& —gz)b—gl
2

PROBLEMA 3

Se tiene un cilindro muy largo de radio b, el que es rellenado con tres materiales
dieléctricos como se indica en la figura. Sobre la superficie del cilindro interior se
distribuye una densidad de carga c. Calcule la relacion entre ¢, y &, de manera que la

carga neta en la frontera entre el dieléctrico 1 y 3 sea nula.

o

Figura P.3.3

135



Dr<a
[D-ds=Q,, =0
—=D=0,E=0
=P=0
2)a<r<b
[D-ds=Q,,

—=D,-a-r-h+D, (2z—a)-h-r=c-2z-a-h

=¢-Ear+eg,-E,

Condiciones de borde

-(27z—a)-r:a-27r-a

El campo eléctrico apunta en la direccion radial en ambos dieléctricos , por lo tanto en la
interfaz se cumple que:

Queremos que:

—_ A JE— _— —

E t=E,t >E=E,=

=>¢-E-a-r+e,-E-(2zr-a)-r=0-2r-a

~E- 2r-a-o e
(6,-(27—a)+&-a)-r

331: (81—6‘0)~27Z'°a-(7 e
(6,-(2r—a)+ea)-r

o (6,-&)2n-a0c -
(6,-(27r-a)+ea)-r

Gtot :Bl ‘n(r:a) +O-:O

= El . n(r:a) =—-0

. (e,—&) 2r-a-c _ .

(6,-(27-a)+&-a)a
=& 2m—5y-2m=¢,-(2r—a)+ea

=>¢&-(2n-a)=¢,-(2n-a)+&,-2x

27
=& =& +80'E
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PROBLEMA 4

Considere un grupo hueco de material plastico (aislante) de lado a, el cual tiene dos
orificios A y B por los cuales puede entrar y salir liquido dieléctrico, respectivamente. Las
caracteristicas del material dieléctrico son permitividad € y densidad de masa Pm. Las
caras superior e inferior se forran con material conductor, como se indica en la figura (los
orificios se mantienen).

L
N —
Ve
(]
B S
V]
FiguraP.3.4.1

a) Determinar la diferencia de potencial minima que se debe aplicar entre los conductores
para mantener el cubo lleno con liquido dieléctrico.
b) Determinar para dicho potencial la densidad de carga de polarizacion.

Sugerencia: Considere primero el cubo parcialmente lleno de liquido hasta una altura x
(medida desde el fondo) y calcule la diferencia de potencial minima necesaria para evitar
que el liquido se escurra por el orificio inferior.

Soluciodn:

a)
Al tener el cubo parcialmente lleno podemos considerar el sistema de dos condensadores en
serie equivalente:
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i
L.
t

Figura P.3.4.2
En el cual calculamos la capacidad equivalente:

. 2 . 2
X (a—x)

_ CC, &908.2

T C,+C, e(@a—-X)+gX

Si consideramos la constante dieléctrica k:

k=—
€o
C.. = g.ka?
ka—(k —1)x
Se calcula la energia del sistema:

2 2
i =1Ceqv2 — \% é‘oka
2 2(ka— (k —1)x)

La fuerza que actla en la cara inferior del cubo:

aw . VZga’k(k-1)

F=—i—>F=
dx 2(ka—(k —1)x)?

Condicion del problema (g: aceleracién de gravedad):
F>a’xp, g

Reemplazando y considerando x = a (cubo lleno):

2
ek(k-Dzalp,g =V >

2a’p, g
gk(k —1)

C2
C1
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b)
P=¢,XE;X =k-LPi=0,

80(k_1) 2aspmg —0 :\/zapmggo(k_l)
a  \ekk-1 °° K

:>O'p=P=
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3.8 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se coloca un dieléctrico en el volumen comprendido entre dos esferas de radios ay b. La

esfera interior posee densidad de carga libre superficial o,. Calcular E,B,ﬁ,o-p,pp en
todo el espacio.

Figura PP.3.1

PROBLEMA 2
Considere un condensador conformado por dos dieléctricos con pérdidas entre dos placas
paralelas circulares a las cuales se le aplica una diferencia de potencial Vo. Para este sistema
se pide determinar:

a) Ladensidad de carga libre en la interfaz dieléctrica.

b) Las densidades de carga de polarizacion superficial y volumétrica.

c) La carga total inducida en los electrodos.

Vo
C > T
‘91,91 a
_____________________________ |
£,,0, b
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CAPITULO 4. ENERGIA ELECTROSTATICA

| 4.1 Definicion

La energia electrostatica de un sistema de particulas es igual al trabajo necesario para
formar dicho sistema = W=U. (4.1)

Comencemos estudiando el trabajo necesario para formar un sistema de tres particulas en
posiciones P1, P2 y P3 segun se muestra en la Figura 85.

Figura 85. Energia sistema de particulas.

Para formar dicho sistema supondremos que traemos una por una las cargas desde el
infinito. Para traer la primera carga no es necesario efectuar trabajo ya que no existe una
fuerza que se oponga al movimiento. Para traer la segunda carga se debe hacer el trabajo

W, =q,V,,
donde V2 es el potencial producido por la carga 1 en la posicion P-.
Para traer la tercera carga se debe hacer el trabajo
W; = 03V5; +GVs,
aqui Va2 es el potencial producido por la carga 2 en la posicién Ps.
El trabajo total para formar este sistema es:

W =0+W, +W, = q,V,; + Vs, + Vs, (4.2)
Si ahora cambiamos el orden en el cual formamos este sistema (el trabajo debe ser el
mismo), digamos que primero traemos la carga gs , luego la g, y finalmente la g; se tiene:

W =040,V +QV;5+ 0V, (4.3)
sumando (4.2) y (4.3)
= 2W =0, (Vi3 +Vy,) +0, (Vyy +Vy3) + 05 (Vg +Va,)
[N — (N — —_—

potencial en 1 potencial en 2 potencial en 3
1 1 1
=>W = 5 q,V(P)+ quv (Pz )"‘ E%V (Ps) (4.4)

Asi, la energia total de este sistema es la mitad de la suma del producto de cada carga por el
potencial producido por el resto de las cargas en ese punto.
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Procediendo en forma analoga, para un sistema de n cargas se tiene:

w :%ZQka (4.5) en[J]joules
k=1

Por extension, para distribuciones continuas de carga se tiene >—| y q—»dg, con ello
! (4.6)
W = > j V(r)dqg :

y para una distribucion especifica de carga tendremos:

W = %.[i(f)V(r)dr (4.7) para distribuciones lineales

W = %H o(r)V(r)dS (4.8) paradistribuciones superficiales

W = %m p(F)V (F)dV (4.9) para distribuciones en volumen
\%

4.2 Energia de un Sistema de Conductores

Consideremos un sistema de conductores con cargas Q1,Qz,...,Qn segiin se muestra en la
Figura 86.

Figura 86. Energia sistema de conductores.

En este caso toda la carga se distribuye en la superficie de los conductores, por lo que solo
habra . Asi la expresion de la energia electrostatica seré:

W = %gal(r)V(f)dS +%gaz(r)V(r)ds +...+%£nfan(f)V(F)dS (4.10)

pero el voltaje en la superficie de los conductores es constante, luego

W = 2V, [0, (1)dS + 2V, [ o, (F)AS + ...+ 2V, [[ o, (F)dS
2 S, 2 S, 2 S,

Q Q, Q
W = %ZViQi , (4.11)
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donde Vi es el potencial del conductor i-ésimo y Qi su carga total.

Caso condensadores
Aqui solo intervienen dos conductores, segun se muestra en la Figura 87.

Figura 87. Energia de condensadores.
Por lo tanto,

W= %(lel V,Q,)

pero @, =-Q, =»w :1(\/1 ~V,)Q, Y como Q=Cav, las expresiones quedan finalmente
2

:W:%%Z 4.11) 6 W:%C(AV)Z (4.12)

\ 4.3 Fuerza Eléctrica y Energia

Un aplicacion importante de la energia es el calculo de fuerzas. En efecto, teniamos que la
expresion del trabajo entre dos puntos a y b es

b
W = —J Fedl (413

De esta expresion fluye que

F=-VW (@114

La fuerza es el gradiente del trabajo. En términos de la energia, decimos que la fuerza es
producida por una variacion de la energia almacenada en el sistema.

Para el caso en que la configuracién tiene un grado de libertad, por ejemplo segun X, la
expresion de la fuerza puede obtenerse de

En muchas aplicaciones esta forma de calcular la fuerza puede ser mas facil de obtener que
mediante el calculo directo con campos.

EJEMPLO 22.

Consideremos un condensador de placas planas de area A, en el cual una de las placas
puede moverse libremente en el sentido horizontal, tal como se muestra en la Figura 88.
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X, b=
>
Figura 88. Energia y fuerza eléctrica.

Si inicialmente se cargan las placas con Q y —Q respectivamente, se pide calcular la fuerza
entre las placas.

Solucion:
.y , 2 .. .
La expresion para calcular la energia es w - 1 Q" , ya que el movimiento se realiza con
2C

carga constante (carga neta no se modifica en el movimiento). La capacidad, segun
habiamos calculado anteriormente, es . __A, pero ahora la distancia entre las placas es
d

variable, por ello,

A
C=¢g, —
’ x
Luego la expresion de la energia queda,
2
W = EQi X

2 A

Con ello la fuerza que experimenta la placa movil es

W 1Q°
F= _owW X = _1Q X
OX 2 g,A
Resultado que es congruente con el campo constante entre las placas. Esta relacion es

ampliamente usada en transductores de presion, voltimetros, micr6fonos, etc.

Comentario. Si ahora en vez de imponer gque la carga se mantenga constante, imponemos
que la tension entre las placas se mantenga constante, por ejemplo mediante una bateria, se
tendria la situacion de la Figura 89.

X, T
>

% (o2 e

J W

Lejr ]

Figura 89.Energia con baterias.
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Aqui se cumple
V1 _Vz = _J‘ Eint -dr
0

AV = —i(— Z)l‘(dx)f = %x X

= AV =V, = Tx
&

Y dado que V, se mantiene constante, a medida que se desplaza la placa (x varia) la
densidad de carga o debe modificarse. Este cambio lo realiza la bateria que mantiene
constante la diferencia de potencial entre las placas. Posteriormente abordaremos el trabajo
que realiza este tipo de fuentes de voltaje, pero por ahora conviene puntualizar que este
efecto no esté incorporado en las ecuaciones de energia deducidas anteriormente.

4.4 Energia en términos de Campos

Consideremos el caso de una distribucion volumétrica de carga o en un volumen Q, cuya
energia es

W=U = ; I (r)V (r)dv (415)
Q
Pero ve D = p(r), luego podemos escribir

U=Z]](v- D)y (416

Dado que p(r)sera nulo en todo punto fuera del volumen Q, el espacio de integracion

puede ampliarse a un espacio mucho mayor, por ejemplo una esfera ¥ de radio R que
contenga al volumen Q, segln se muestra en la Figura 90.

Figura 90.Energia en funcion de campos.

- 1 -
Podemos escribir entonces U = =([{(V - D Md
SV Dy

Usemos ahora la propiedad v. fA= A.VFf + f(v. A), con ello
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V-VD]=D-VV +V(V-D)=(V-DV =V.|[vD]-D-VV, y aplicandolo al integrando
podemos escribir

U=2[v-Molv-1(5-(vw)av @17)
2°% 2°%
Aplicando el teorema de la divergencia al primer termino tenemos

U=1gvbds- LB (VVv)av (418)
2 2%

S(2)

sabemos que V o 1 y Do r—lz =VD Ocr_ls- Por otro 1ado gs o 12 — VB - ds oc 1, por lo
r r
tanto si R—oo se tiene que ﬁ\/[‘) .ds >0

S(%)
SU == [[[B-(vV )

y aplicando VV =—E obtenemos finalmente la expresién para la energia en funcién de los
campos como

~U=1[[D-Edv (4.19)
2%

Al término W, =

[/m?].

D-E (4.20) se le conoce como densidad de energia electrostatica

N~

EJEMPLO 23.
Para la configuracion esférica de la Figura 92 se pide calcular la energia electrostética.
Suponga p = p, constante.

Figura 91.Energia esfera uniformemente cargada.
Solucién:

Calculemos primero los campos para 0 < r < a. Aplicando la Ley de Gauss a una esfera de
radior<a
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3 & 3g
Usando el mismo procedimiento para r>a

ﬁ deS :Qtotal
2 4 3

D4ar< = Lo gﬂa
3

_ a’ . R 3
jD:&_Zr;E:poa if’
3r 3g, I’

Luego la energia electrostatica del sistema es

T S fp o
U=, IID-Eav =3 J]5-Eav + [ - Edv

esfera resto

Dentro de la esfera:

&y

—°”r427rsin odadr
00

2 a

Ao 47rr—5

_ _ 2 g
185, 5|,

45¢,

Fuera de la esfera:

1 o 1 3 3 )
Em D.Edv :EJ'J' %%x 3,)0,900?2 x r’sinad &d pdr

fuera

2.6 © 2.6 *®
=Mx4ﬁjd_gzﬁx4,{_1}

18¢, T 18¢, rl,
2p, atn  2py Aty
= 9 = [J]
& 9¢,

Luego la energia es
=U

45¢, 45¢, 45¢, 15¢,

Otro camino.

['00 rf}[?’p—o rf]r2 sin 8d&d pdr

_ 2npla’ . 107pa°  12zpia’ [3]= 4npla’

[J]
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3

Pod

rya
: 3e,r
Se calcula el potencial =V (r) = “o
(327 -r?) r<a
B¢,

U= ; Il PPV (F)dv

Pero el espacio donde hay densidad de carga es solo la esfera de radio a, luego

resultado idéntico al anterior.
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4.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

La molécula de agua tiene un momento dipolar de 6.3*107°° Cm. Una muestra contiene
10" moléculas, cuyos momentos dipolares estan todos orientados en la direccion del
campo eléctrico de 2.5*10° N/C ;Cuanto trabajo se requiere para rotar los dipolos desde
esta orientacion (0°) a una en la cual todos los momentos sean perpendiculares al campo
(90°)?

Solucion:
p=6.310"r[Cm]

F =qE

r=p- qHEHsin 0

Trabajo para una molécula
dW. =zdé

2 6
W, =U,-U, :IrdH: POE sin 6d& = pgE (cos & —cosb,)

O O

Los que buscamos en una rotacion de 90°, por lo que nos fijamos 6, =90°y 8 =0

=W, = pgqE(cos0°—c0s90°) = pgE(1-0)

=W, = pgE

Como la muestra contiene 10** moléculas, el trabajo total sera la suma de todos los trabajos
=W =10* pqE

Solo nos queda reemplazar los valores de g, p y E, en que g corresponde a la carga del
electron (1.6*10°C), p la magnitud del momento dipolar (6.3[10*3°F[Cm] segln el
enunciado) y E es el modulo del campo eléctrico cuyo valor nos entrega el enunciado que

corresponde a 2.5*105%
=W =2.52%10% [Nm|
=W =252%10%[J]

PROBLEMA 2
Una esfera de radio R y de material no polarizable (&, =1) esta cargada con una densidad

de carga uniforme, de tal modo que su carga total es g. Calcule la energia del sistema.

149



Solucién:

z
a"—--——\‘\
/” \\\\
.
II’ \\
\
y R.-1:- \ S
1 N \
" ’ I; \ \
1
. ! . —>y
1 ] i
\\ \ ,/S n
/ Se Pid !
- 1
AY
X \\ /,
.
.
FiguraP.4.2.1

Sea la esfera de centro 0 y radio R; aplicando el teorema de Gauss a una esfera concéntrica
de radio r, se obtiene:

[]]E-d§:i-p%-7r~r3 (para r<R)
S

&

E-4r-r? :%-p-ﬂ-r3 (pues E es solo funcion der y es radial)

q 30
ero p = =
3
IuegoE:p'r-?zi-S'q'rs-?: 9Tt (r<R)
3g, 3¢, 4r-R 4r-g,-R
parar>R:
m[g.gzﬂ
s o
4r-rr =4
o
E q .
luego:E=—"——-r
J Arr-g,-1°

La energia del sistema sera:

¢DE . e E
W[5 ae= [[[ g
en que 7 estoda la regién en que existe campo eléctrico, (todo el espacio).
Sea W, laenergiade laregion r <R,y W, lade laregion r >R, se cumple que:
W =W, +W,
Calculamos W, y W, :
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W, =

N |-

r<R

S

9=06=0r=0

1.

2

1 q
W]_:E 80'[

1

2

l

4rr-gy- R

W, =

2

__Qq
40%-80 .

W:— & - J‘J‘ E®-dr

r>R

a [ 1]

9=00=0r=R

2
szz.go. ER
2 4r - g,

2

_a4
87-g,-R

2:

Finalmente:

40 8

2 2
w=_0 .(i+1j:?"_q
20r-g,-R

m-&-R

~80~H E®-dr

2
r| -r¥-send-dr-dé-d
(47[ & R® J ¢

J -j”r“-sen@-dr-d@-d(p

q
g | —9 | 4.2
° (47:-50-R3

2
[ ] -r?.sen@-dr-d@-de
A -g,-1

1

R
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\ 4.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
Se tiene un cable coaxial formado por 2 cilindros metalicos concéntricos, de longitud
(di1+d2) y radios a y b. El espacio entre ambos conductores se llena con dos medios

dieléctricos no ideales, caracterizados por constantes dieléctricas y conductividades (&, g,)
en una zona de largo d1y (&,, g,) en una zona de largo d2 respectivamente.

Si se mantiene una diferencia de potencial V constante entre los cilindros
conductores, calcular
a) Ladensidad de corriente en el espacio entre los conductores (a<r<b).
b) La resistenciay la capacidad del cable coaxial.
c) Laenergia almacenada y la potencia disipada en el cable.
Indicacion: Considere que (di+d2)>>a,b lo que permite suponer simetria radial. Desprecie
las corrientes que circulan por los conductores.

la dl ala d2

| Ll

Ny

b]\ &0, £,,0,

L
FiguraPP.4.1.1

PROBLEMA 2
Encuentre la cantidad de energia almacenada en el campo eléctrico producido por una

esfera que mide 3m de radio y que tiene una densidad uniforme de carga p, =2-10°° {%}
si se supone que la esfera esta en el vacio (¢ = g,).
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CAPITULO 5. CORRIENTE ELECTRICA

| 5.1 Modelo de Medios Materiales Conductores

En electrostatica modelamos un conductor como un medio material que dispone de
abundante carga libre, la cual puede desplazarse sin obstaculos hasta alcanzar el estado de
equilibrio cuando se le ha aplicado un campo eléctrico externo. En el estado de equilibrio
vimos que el campo eléctrico al interior del conductor era nulo.

Ahora veremos el fendmeno de la conduccion eléctrica y utilizaremos un modelo mas
elaborado de la materia, pero que incluye al visto anteriormente en electrostatica. La
principal diferencia con el caso anterior radica en el hecho de que ahora los conductores no
terminan en una pared definida, sino que se extienden en circuitos cerrados, tal como se
muestra en la Figura 92.

i &)

Figura 92. Corriente en circuitos.

Supongamos que en la Figura 92 se aplica un campo eléctrico circular de magnitud
constante en todo el medio conductor. Si usamos el modelo de conductor visto hasta aqui,
las cargas al interior se moveran debido a la fuerza ejercida por dicho campo, pero no se
alcanzaria la situacion de equilibrio ya que el conductor no termina en ninguna parte. Como

la fuerza sobre cada carga es constante F=q-E (5.1), las cargas se acelerarian
indefinidamente, cosa que no ocurre en la realidad.

Por ello es necesario ampliar este modelo incorporando las colisiones que experimentan las
cargas cuando se desplazan en el medio material. En efecto, al avanzar las cargas bajo la
influencia de la fuerza eléctrica colisionan con la estructura de la red atomica hasta alcanzar
una velocidad de desplazamiento estacionaria en promedio (vg). Esta es la nueva situacion
de equilibrio dindmico del fendmeno de la conduccion eléctrica, es decir, al aplicar un
campo eléctrico constante a un conductor como en la Figura 92, los electrones (y cargas de
desplazamiento en general) alcanzan una velocidad de desplazamiento constante en
régimen permanente (para un tiempo suficientemente largo). Dicha velocidad dependera
desde luego del campo eléctrico y de la estructura del medio material. Los electrones con
capacidad de movimiento en el medio forman un tipo especial denominado electrones de
conduccidn o electrones libres.
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5.2 Definicion de Corriente

La corriente eléctrica es el fendmeno de desplazamiento de cargas en un medio material.
Como vimos anteriormente, dicho desplazamiento incluye mayoritariamente a los
electrones, ya que éstos disponen de mayor movilidad al interior de los medios.

Consideremos un trozo de material al cual se le aplica un campo eléctrico externo como en
la Figura 93.

Area A

. E Movimiento
ﬂvﬂ[milmlento de electrones
e electrones X = \kw\ = o — >
o X o —
\W '
Area A

Figura 93. Corriente eléctrica.

Si tomamos el plano A que corta transversalmente el medio material de la figura, se define
la corriente | como:
| = Z—?[C/seg] =[A] (5.2) esta unidad se llama Ampere.

donde Q es la carga total que atraviesa el plano A en el sentido de E .

Sin entrar en mayores detalles, fisicamente lo que ocurre es que en el estado estacionario
los electrones se desplazan con velocidad promedio constante y sin acumularse en ningun
punto. Asi, para una misma area desplazada una pequefia distancia de A, tal como A' en la
Figura 93, la corriente sera la misma.

De esta forma, para cualquier volumen Q de un conductor, tal como el ilustrado en la
Figura 94, en estado estacionario los electrones se desplazan manteniendo la carga neta
nula.

o

Volumen Q

Figura 94. Carga neta nula.
Si designamos por o la densidad volumeétrica de electrones de conduccion y pr a la del
resto de las cargas en el volumen Q, entonces
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_U P.dv + m prdv=0 (5.3) paratodo tiempo t en estado estacionario.
Q Q

Asi, al aplicar un campo externo se moveran los electrones, pero el nimero total de
electrones por unidad de volumen sigue constante.

Consideremos que en este material existe n electrones libres por unidad de volumen que
pueden desplazarse en presencia de un campo externo. Supongamos que Va €s la velocidad
de desplazamiento promedio de esos electrones.

A7 b A
AX=V At

Figura 95. Electrones de combinacion.

Entonces, en un tiempo At las particulas avanzaran una distancia Ax y atravesaran el area A.
En otras palabras, todas las particulas contenidas en el volumen AvaAt pasan a través del
area A en un tiempo At. La carga total que atraviesa el area A es por lo tanto:

AQ = gnAv At (5.4)

donde g es la carga de una particula. Luego la corriente que atraviesa la superficie es:
| _AQ _ gnAv,At
At At
s I=agnAy, [A] (5.5)

Asi, la corriente es positiva en el sentido contrario al movimiento de los electrones.
= | =—enAv,[A] (5.6)

EJEMPLO 24.

Determine la velocidad promedio de desplazamiento de los electrones en un alambre de
cobre tipico de radio 0.0814 cm que transporta una corriente de 1[A]. Suponga que existen
8.46+10% electrones libres de moverse por cada cm® de cobre.

Sol:
|

| =nxgxv, xA=>V, =——
g xVy d nxgx A (5.7)
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A= 7 x(0.0814) cm’
N =8.46x10%%[es /cm’ ]
q=1.6x10"[C]

| =1[C/seq]

JC/seq] ; ,
= Ve = C/cm®]x[cm
X (0.0814)2 %x8.46x10%2x1.6x107° [ Ix[cm?]

Vg =3.55%x107°[cm/ 5]
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5.3 Densidad de Corriente

Consideremos un conductor muy delgado por donde transita una corriente I, segin se
ilustra en la Figura 96.

- A
Figura 96.Corriente por unidad de superficie.

Se define la densidad de corriente 3 como un vector que indica la corriente por unidad de
superficie. Para el caso de la Figura 96.

j= lAi‘[A/mZ] (5.8)

Asi, 7 tiene la direccion de la corriente. Para el caso de las particulas visto en el ejemplo
I

anterior se tiene J = K|“ =qgnv,i (vector en sentido contrario al movimiento de electrones).

Por extension, cuando se tienen superficies mayores como en la Figura 97 se define j
como
| - (5.9)

donde Al es la cantidad de corriente que atraviesa en forma ortogonal al elemento de area
AS e i es la direccion de la corriente (y normal al elemento de area).

//? Areatotal A

AS

Figura 97. Vector densidad de corriente.

Asi, la corriente que atraviesa el area A (en el sentido de g5 =ds g ) €s

| = gj-dS—. (5.10)
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En general el vector densidad de corriente variara con la posicion.

EJEMPLO 25.
Un conductor ideal tiene la forma irregular de la Figura 98.
I A .

Figura 98. Densidad de corriente de cuerpo irrregular

La curva del limite superior del conductor es y = ax®+2b, la cual es vélida en todo el largo |
del conductor. Por el conductor circula una corriente I, la cual ingresa y sale del conductor
perpendicular a los planos que lo limitan. Se pide calcular el vector densidad de corriente
en los planos extremos del conductor.

Sol"
Supondremos que la corriente se distribuye en forma homogénea al interior del conductor.
Por ello, en el extremo x=0, el vector densidad de corriente se distribuye homogéneamente

en el disco de radio b y apunta en direccion i . Asi,

= PN

J=—07l

b

En el otro extremo, el plano de salida del conductor forma un &ngulo & con el eje x. Dicho
angulo se forma entre la ortogonal a la tangente de la curva y = ax*+2b, evaluada en x=I, y
el eje x. La tangente esta definida por la curva y’=2ax, que por definicién corresponde a
tg(90-8) en x=l, es decir,

tg(90-60) = 2al
aplicando identidades trigonométricas cos(90 — 6) = [1+tg 2(90—6’)}1/2 = (1+ 4a’ Iz)fl/2 y

-1/2

sin(90—0) = 2alfl + 4a%17)
De las leyes de semejanza de triangulos obtenemos el radio del disco en el extremo de
salida del conductor

r =%\/(a|2 +2b)? +(al” + 2b)’tg® (90— 0) = %(alz +2b)/d+1tg?(90—6 =%(al2 +2b)\1+4a?l?

Con ello finalmente el vector densidad de corriente en el plano de salida es
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— (cos(90—6)i +sin(90—6) j)

J=

En forma analoga podemos definir un vector densidad de corriente superficial cuando se
estudian distribuciones de corriente en superficie. Supongamos que tenemos una corriente
fluyendo en el plano y-z, segin se muestra en la Figura 99.

Z:.rl(} h
—= Al
-
o
3
i . A
‘h' .}-" ..IF

Figura 99. Densidad superficial de corriente.

Se define el vector densidad de corriente superficial K [A/m] como

2P = lim 2! 3 (5.11)
KO-

Inversamente, cuando disponemos del vector podemos calcular la corriente atravesando un
tramo de ancho L como

1=[Kejdl (5.12)

O ey

EJEMPLO 26.

Considere un conductor toroidal que trasporta una corriente | segun se muestra en la Figura
100. Suponga gue se desea tener una representacion equivalente en dos dimensiones de este
conductor a través de una cinta (imagine que resulta de aplastar al toroide hasta dejarlo
plano). Se pide determinar la corriente superficial por esta cinta resultante.

Sol.

En la Figura 100, en el lado izquierdo esta representado el toroide (de tres dimensiones) de
seccidn transversal A. En el lado derecho se presenta la cinta (dos dimensiones) de ancho
2a. Ambos elementos conducen la misma corriente total I, es decir la seccion transversal
del toroide es atravesada por la misma corriente que atraviesa por un corte transversal de la
cinta. Esta situacion se ilustra en la Figura 101. La figura del lado derecho es una
amplificacion de la seccion del toroide. La proyeccidén bajo esa seccién es un trozo
transversal de la cinta.
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Diametro 2a

Figura 100. Conductor toroidal

Diametro 2a | Kdy

Figura 101. Proyeccidon de seccion del toroide

Si J es la densidad de corriente homogénea del toroide (J =1 /7a*> A/m?) y K la densidad
superficial de corriente de la cinta (A/m), entonces la condicion de equivalencia impone
Kdy = JAS . Desarrollando obtenemos

|, =2/a%-y?
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Kdy = ! 2 /a* —y*dy

ﬂa2

_2lat—y?

K oy

21\Ja’ -y? .
)

Este resultado indica que la corriente no se distribuye en forma homogénea en la cinta, ya
que es mayor en el centro (y=0) y decrece hacia los bordes, llegando a ser nula para (y=a).
Este resultado es coherente con la intuicion, ya que si miramos el toroide desde arriba (un
punto perpendicular al plano de la hoja de papel), efectivamente veremos pasar mA&s
corriente en el centro y menos hacia la orilla (convénzase de este resultado!).

Propuesto. Determinar K si imponemos que la corriente se distribuya en forma homogénea

en la cinta.

Luego el vector densidad de corriente superficial es K =

\ 5.4 Ley de Ohm \

En la mayoria de los materiales conductores se encuentra que al aplicar un campo eléctrico
se verifica la relacion

J=gE (5.13)
donde g es en general constante y se denomina conductividad. Las unidades de g son
[A/Vm]. Es comun llamar Mho (0 MHO) a la unidad [A/V], con ello también se usa
[MHO/m] como la unidad de g.

Todos los materiales que satisfacen la relacion anterior se denominan 6hmicos y g puede
depender de otras variables como la temperatura o la presion, pero no del campo eléctrico.
Existen también materiales no 6hmicos en donde g depende del campo eléctrico aplicado,
pero en este curso no los estudiaremos.

Consideremos un conductor alargado de seccion uniforme S por donde circula una corriente
| debido a la presencia de un campo E segln se muestra en la Figura 102.

1| | 2 L
Seccién S ' 1
E —_—
— |
> xi

Figura 102. Ley de Ohm.
Por laley de ohm J =g E, pero suponiendo distribucion homogénea de corriente j =éf y

2
de la definicion de campo E =-vV = _IE Ldxi =V, -V, =V, -V, =—E
1
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= V,-V,=E-I=E= I

Reemplazando valores en la ley de ohm se tiene

VA VAR
— Il =0 Xx——=I
s' 79

:>(v1—v2)=['}|

Sg

Se definepzl (5.14) como la resistividad del material y R:pxé (5.15) como la
g
resistencia. Las dimensiones de la resistencia son [Volt/Ampere] y se llama OHM. Con esto
podemos escribir
= AV =Rl (5.16)

Esta es la Ley de Ohm en conductores.
También es usual definir G = 1/R como la conductancia del material.

En general, mientras menor sea la resistencia de un material serd un conductor més
eficiente, y en el limite, si la resistencia se hace nula hablamos de un conductor perfecto
donde av =0. Este ultimo caso ocurre en algunos materiales pero en condiciones de muy
baja temperatura, son los Ilamados superconductores.

Para un material es posible medir su voltaje y corriente y determinar asi la caracteristica V-

I, y con ello la conductividad, segin se muestra en la Figura 103.
A

V[v] Material ohmico

Material no ohmico

[

| [A]

Figura 103. Caracteristica V-I.

En la Tabla 3 se presentan valores de conductividad para diferentes materiales.

Tabla 3. Conductividad (aproximada)* de algunos materiales a 20°C
Material Conductividad ¢
(mhos/meter)
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Conductores

Plata 6.1 x 10’
Cobre (standard) 5.8 x 10’
Oro 4.1x 10’
Aluminio 3.5x 10’
Tungsteno 1.8 x 10’
Zinc 1.7 x 10’
Bronce 1.1 x 107
Hierro (puro) 10’
Plomo 5x 10°
Mercurio 10°
Carbon 5x 10*
Agua (mar) 4
Semiconductores
Germanium (pure) 2.2
Silicon (pure) 4.4x10™
Aisladores

Agua destilada 10
Earth 10°
Bakelita 1010
Papel 10
Vidrio 1012
Porcelana 102
Mica 10"
Parafina 107
Goma (dura) 10"
Cuarzo (fusionado) 10
Cera 10"

(*) Estos valores pueden variar en otras Tablas ya que hay muchas
variedades y aleaciones de cada material y la conductividad es ademas
sensible a la temperatura, impurezas, etc.

En el caso general se tienen conductores irregulares como en la Figura 104.
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Figura 104. Corriente en conductor irregular.

1
Aqui la diferencia de potencial entre los extremos es AV =V, -V, = —j E-dl = |E-dl
2

P C— N

y dado que la corriente en las caras extremas es la misma (no hay corriente que se acumule
0 salga por otra superficie del conductor) se puede definir la resistencia como

donde el recorrido de la integral de linea es cualquiera y el area es cualquier seccién
transversal del conductor.

EJEMPLO 27.
Un alambre de didmetro Imm. y de conductividad g =5x10"mho/m tiene 10%° electrones

libres por m®. Si se aplica un campo eléctrico de 102V /men la direccién axial se pide:
a) ladensidad de carga de electrones libres
b) densidad de corriente
C) corriente
d) velocidad media de los electrones

Solucion:
Q1r—=0) O

Figura 105. Conductor unifilar.

a) p,=nxe=(10")x(-16x10"°)=-16x10"[C/m’]
b) J=gE =(5x107)x (102 )i =500000i[A/m?]
01 =[[J-dS=3-A=(5x10°)x [n(m;ﬂ ~0.393[A]

J 500000
gxn 1.6x10"

d) J=qgxnxv, =v, = =V, =3.125x10°m/s

164



5.5 Fuerza electromotriz

Llamaremos fuerza electromotriz FEM a un dispositivo con la propiedad de mantener una
diferencia de potencial definida entre sus terminales. Esquematicamente se muestra en la
Figura 106.

10 V1

V, -V, =AV independiente de lo que se
conecte entre los terminales 1y 2.

FEM

2
OV2

Figura 106. Fuerza electromotriz.

Una pila comin, una bateria de auto, un generador son ejemplos de fuerza
electromotriz. SiAV >0 Se acostumbra a anotar como:

Conductor perfecto R=0

/L/ \

Figura 107. Notacién FEM.

Recordemos que por “conductor perfecto” entenderemos un conductor con una
conductividad muy grande y que por lo tanto presenta una resistencia (R) despreciable y no
registra diferencia de potencial alguna. Sin embargo, en la practica las FEM poseen una
resistencia interna Ry, por lo que la representacion mas usada es la siguiente:

Figura 108. FEM en circuitos.

Examinemos la configuracion de la Figura 109.
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Conductor perfecto Conductor perfecto

lVl V2l
—
pYIEERE D).

—>
X, | A | l
|
Cable conductor perfecto €

Figura 109. Conductor real.

Habiamos probado que la diferencia de potencial entre los “conductores perfectos” es

odl =V, -V,

|

m m
Il
<

_V2

donde | es la distancia entre los conductores. Esta diferencia de potencial es
exactamente el valor de la fuerza electromotriz. Luego

e=V, -V,

=¢=E-I,
Por otra parte, la corriente que atraviesa el area A es | =J - A. Ademas la densidad de
corriente cumple con J = g E . Luego, si I es el largo del conductor de seccion A,

tenemos

=¢=RI
Esta expresion corresponde a la Ley de Ohm vista anteriormente.

La fuerza electromotriz € realiza el trabajo de tomar cargas a un potencial y entregarlas
a uno de mayor magnitud. Al circuito analizado se le representa como:

+¢-
Figura 110. Convencion signos.
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5.6 Efecto Joule

Consideremos la configuracion de la figura:

T As

_I'I'Il
!

Figura 111. Efecto Joule.

La energia de la carga en el disco 1 es
U, =AQ -V,

donde AQ, es la carga que atraviesa el plano A; y V; es el potencial en 1.

Similarmente la energia en el disco 2 es U, = AQ,V,.
Por lo tanto la diferencia de energia es
AU = AQV, -AQ)V,

pero AQ, Y AQ, son iguales (no hay acumulacion de carga)
= AU =AQ(V, -V,)

Por otra parte la potencia es el cambio de la energia en el tiempo, o sea

AU  AQ AQ
P=—=—"5(V-V,), ero 2 _
V)b |
=P=1(V,-V,)
y haciendo coincidir 1 con el comienzo del conductor y 2 con el fin tenemos que

= P=1AV (5.18)
es la potencia disipada en el material.

Dicha potencia se expresa en un calentamiento del material producto de las colisiones
entre las particulas. Esta potencia es suministrada por la FEM.

Como 4AV=RI, una expresion usual de esta potencia es:
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P=RI2 (5.19) 6 P=

En general, para un material cualquiera tendremos

| dVv

oy

Figura 112. Energia en elemento diferencial.

La potencia disipada en el elemento de volumenes ¢p :(J‘.ds‘)-(E-dr) (5.21)

—
| dv

6 dP=J-E-ds-dr. (5.22)
Como todos los vectores son paralelos dS -dr =dv y podemos escribir finalmente la
expresion

S P= m J-Edv (5.23)

la cual representa la potencia disipada en un material de volumen Q.
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\ 5.7 Cargas en medios materiales

Resumiendo lo que hemos visto hasta aqui es lo siguiente:

(i) Dieléctricos

&
2 ® o

Figura 113. Cargas en dieléctricos.

D=¢E+P

D=c¢E

Los medios se componen de dipolos que pueden girar en torno a su posicion de
equilibrio, pero no se desplazan.

(i)  Conductores:

Equilibrio electrostatico

E=0
V =cte

Figura 114. Conductores en equilibrio electroestético.

Sélo tiene distribucion superficial. La carga al interior es nula p=0 y no hay polarizacion

P=0.
Equilibrio Dinamico: corrientes

Do & O o
o 7B o

Figura 115. Conductores en equilibrio dindmico.

Electrones se desplazan con velocidad constante. Carga total por unidad de volumen es
nula. También puede existir una polarizacion del material P-0 (6rbitas de electrones se

desplazaran de su centro).
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Sillamamos p, a la densidad de carga de electrones por unidad de volumeny p_ ala

densidad del resto de las cargas, se cumple

m P.aV + m prdV =0 (5.24) en todo el volumen Q.
Q Q

Ademas los materiales 6hmicos cumplencon J =g E.

Asi, en general un medio material puede presentar caracteristicas de dieléctricos (€), 0 sea
aisladores, o conductores (g) como se muestra en la Figura 116.

E
—»

Hlectrones hbres

dpolos
@
SN

5

O

& @
® ®

Figura 116. Cargas en materiales reales.

Si g—o = conductor perfecto

Si e—>o0 = aislante perfecto

Ambas caracteristicas son contrarias, es decir, si es un buen aislante tendrd pocas cargas
libres y sera por lo tanto un conductor pobre, y viceversa.
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\ 5.8 Corriente de Conveccion

La corriente de conveccion se produce cuando se tiene una masa con carga en
desplazamiento, por ejemplo un liquido con carga fluyendo por una cafieria. Consideremos
que esto ocurre en la Figura 118, con una masa eléctricamente cargada que se desplaza con
velocidad vc.

Al

® CB)//\
® @

v

m,qg

\_
v v

Figura 117. Corriente de conveccion.

Si la masa contenida en el cilindro elemental tiene velocidad v, y si designamos por p la
densidad de carga en dicho volumen, entonces la cantidad de carga contenida en el
volumen ASxAl es p.x(ASxAl). Por lo tanto, la corriente atravesando al area AS en un
intervalo At es

Al :&: PAS x Al _ pCASAI’ (5.25)
At At A
Al
pero v, = . = Al = p,ASv, (5.26)
Luego el vector densidad de corriente es

J(r)=pyV0 , (5.26)
donde U es el vector unitario en la direccién de desplazamiento de la masa cargada.

Se cumple
| = jj J(r)-dS (5.27)
A
Donde | es la corriente total que atraviesa el area A (la cual desde luego no se mueve).

Conviene precisar que en las corrientes de conveccion NO tiene sentido la ley de ohm, es
decir, no se cumple larelacion J =g E.

EJEMPLO 28.
El sistema de la Figura 118 representa una cinta transportadora de un polvo cargado que

puede modelarse como una densidad superficial de carga o =102C/m?. La cinta tiene un
ancho de 1m se mueve a una velocidad de 2 m/s. Se pide:
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a) calcular la corriente que atraviesa el area A
b) ¢cuanta carga ha pasado en 5 segundos?

Ancholm

Solucion:

Figura 118. Cinta transportadora de carga.
y 1=70A gy =10{
At

nfz}xl[m]x Z{T}
| =2x1072[C/S]=20mA

b) AQ =1 x At =2x10°[C/S]x5[S]=107"[C]

La corriente de conveccion tiene gran importancia en el entendimiento de los seres vivos.
Por ejemplo el intercambio de sustancias entre células se puede explicar mediante un
modelo eléctrico en base a corriente de conveccion de proteinas.
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5.9 Ecuacion de Continuidad

Consideremos un volumen Q del espacio en el cual se tiene un flujo neto de corriente
saliendo del volumen.

sallda_ ﬁ‘J dS (5 28)

S(Q)
aqui dS = dSnapunta hacia afuera del volumen Q.

¥

>

Q

Figura 119. Continuidad de carga eléctrica.

Si llamamos Qj, a la carga contenida en el volumen Q, entonces se debe cumplir
do.
Q. (5.29)

salida — dt

O sea, la corriente que sale corresponde a la variacién de carga encerrada en el volumen.
Supongamos que Qj, se describe a través de una densidad de carga libre p,°.
Luego:

Q= [[[ oV (530

lsaiia = = ﬂjpg(ndv (5.31)

Dado que el volumen Q es fijo (no depende de t) podemos escribir:

e =[] [ pa (r)} v (6:32)

y reemplazando en la expresion orlglnal tenemos:

—HI [ Pg(r)}dv ff3-ds (5.33)

S(Q)
Aplicando el teorema de la dlvergenC|a al lado derecho

‘fﬂ { pg(r)}dv jjj v.Jdv (5.34)

Como se cumple V espacio Q (contenga este un medlo material 0 no)

=V-J+ %pg(f) =0 (5.35) Ecuacion de continuidad.

de equilibrio.
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La carga no aparece ni desaparece espontaneamente, sino que se conserva.

5.10 Ecuacion de Continuidad en Medios Materiales

Consideremos un medio material que posee tanto caracteristicas dieléctricas (g) como
conductoras (g). Supongamos que en t=0 se inyecta instantaneamente una densidad de
carga p,(r)en el material. Determinaremos la variacion que experimenta la carga para t>0.

Q

T

Figura 120. Ecuacion de continuidad en medios materiales.

Tenemos
J=gE=V-J=gV-E, donde hemos supuesto g constante.
Pero
B-sE=v.7=9v.5=9 t). ¥ reemplazando en la ecuacion de continuidad
& &
obtenemos

~0= p(t) = pe ™ (5:30)

g op(t)

~ t + 7

. p(t) B
donde T,-¢/g (5.37) es la constante de relajacion y mide la rapidez con que la carga en

volumen emigra hacia la superficie. Asi, en régimen estacionario no hay carga en volumen
y s6lo hay carga superficial.

EJEMPLO 29.

Considere un medio material que forma una esfera de radio R, el cual tiene caracteristicas
dieléctricas ¢ y conductividad g, segin se muestra en la Figura 121. En t=0 se carga dicha
esfera con una carga Qo uniformemente distribuida.

Figura 121.Carga en funcion del tiempo.

Se pide:
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a)
b)

Sol"

Determine la ecuacion que rige la carga en la esferapara t >0,

Evalue el tiempo que toma la carga en volumen en disminuir 36.8% de su valor

inicial,
Cuanto vale el tiempo calculado en b) para los siguientes materiales:

g ER
Cobre 5.8x10’ 1
Cuarzo fusionado 107Y 5

la ecuacidn que rige la carga es:

Integrando en el volumen

= (ff (g plt)+ ‘”;Et)jdv =0

8
= % [l POV + [ PV =0
Q(t) Q(t)

=2q0+ GQ“) — Q1) =Que /™

Parat=0 Q, =poﬂsz3 Yyt _¢
3 R g

b) 0.368Q, =Q,e '™ =t =—T, In(0.368) ~ T,

c)

cobre Cuarzo fusionado

Tr 1.53x10**seg 51.2 dias
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5.11 Condiciones de Borde para J

Consideremos la interfaz de dos medios materiales como en la Figura 122. A ambos lados
hay campos y densidades de corriente.

Figura 122. Condiciones de borde.

De las condiciones de borde para dieléctricos teniamos que la componente tangencial del
campo eléctrico se mantiene (aqui sigue cumpliéndose V x E =0) y que la diferencia de la
componente normal del vector desplazamiento es igual a la densidad de carga superficial
(sigue cumpliéndose la primera ecuacion de Maxwell v e D = ). Por lo tanto

E,=E, = ﬁz &
09 0

Div = Don = Giipre

J J
= gE, —6E, =0, =& -5, 2 =g, (5.38)
9% 9
Por otra parte, tambien usaremos la ecuacion de continuidad ¢, ; 9o _, para obtener
ot

condiciones sobre J. Tendremos dos casos interesantes.

. Situacion Estacionaria () _,. Cuando no existe variacion de carga en la interfaz se
at

cumple v.J =0. Si tomamos un volumen como el del cilindro de la Figura 122
obtenemos (se procede en forma similar a la usada para derivar la continuidad de la
componente normal del vector D)

Jln = ‘]2n (539)

Aqui claramente habr& una carga acumulada en la interfaz ya que las condiciones
(5.38) deben cumplirse. Asi, al reemplazar la componente normal de J en (5.38) se
tiene

&1 &\a & &y\a
Jln =0\ __) y ‘]Zn =0 (___) (539)
g 9 g 9
Cuando se cumple esta condicion de borde diremos que el sistema esta en estado
estacionario o en régimen permanente, la cual es equivalente a suponer dp _ 0

ot
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I. Situacién Transitoria. Cuando hay variacion de carga tenemos que aa/t);t 0. Haremos

uso ahora de la ecuacion de continuidad en el volumen € indicado en la Figura 122.

v.7+9P _¢ 6 en su version integral ﬁj-ds‘+@=0.
ot @) ot
Aqui Q es la carga en Q y haciendo tender el largo del cilindro a cero

= §fJ-dS=J,,AS-J, AS (5.40)

S(Q)

y 9Q solo se concentra en la interfaz, luego
ot

R_I,.
== _at(a AS) (5.41)

= J,,AS—J, AS +aa—‘t’As =0

:»JZn—Jln+%—‘t’=o

Esta es la condicion que deben satisfacer las componentes normales del vector densidad de
corriente de ambos medios. Esta situacion se llama transitoria o transiente.

Caso en que uno de los medios es un conductor perfecto.

Consideremos la interfaz entre un medio material y un conductor puro tal como se muestra

en la Figura 123.
/W// A Medio material
S

S Conductor puro

Figura 123. Dieléctrico y conductor perfectos.
Al tomar la superficie Gaussiana S, se tiene

{D-dS = D,,AS - D,,AS = AS  (5:42)
S

Al interior del conductor perfecto el vector polarizacion es nulo. Luego, los campos
cumplen

&E,—¢E, =0 (5.43)

Las condiciones de borde para el vector J en este caso son las mismas que desarrollamos
anteriormente.
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EJEMPLO 30.
Considere el sistema de la Figura 124. Se pide:

Potencial Vo

Sol.

W77/ 7

a) Calcular J,E y D entre las placas conductoras en la condicion de equilibrio.
b) Idem pero en la situacion transitoria.

conductor
/V —
\ d/2
&1s gl l D1v El’ ‘Tl ﬂz

conductor

——  Potencial cero V=0

Figura 124. Condensador compuesto sin acumulacion de carga.

a) Supondremos que campos Yy densidades de corrientes tienen direccion segun z.

Dado que estamos en la condicion de equilibrio, no hay variacion en la carga

olons)
ot

por lo tanto de la ecuacion de continuidad =V-J =0 en régimen permanente.
Segun vimos esto conduce a la condicién

superficial o entre los dos medios, es decir, se cumple =0 enlainterfaz y

= J2n = ‘]ln
Para los campos eléctricos supondremos E, = E, (_|2) , con E; constante para ambos
medios. De la Ley de Ohm se tiene

J=0,E Y jz = 92E2 '
Por lo tanto,
9,E, = 9,E, (5.44)
Por otro lado, sabemos que la relacién entre el voltaje y el campo eléctrico entre dos
puntos (1,2) cualquiera es
2
V, -V, =—[E-dl
1

y haciendo coincidir 1 con el potencial cero y 2 con el potencial V, tenemos
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b)

d/2 R . d ~ ~
jvoz—{ [ E,(-K)-dzk + jEl(—k)-dzk}
0 d/2

d d

_ V. o~
V,=E,—+E,—~ =E+E,=-"2k
0 2 2 1 2 1 2 d
Usando la condicién (5.44) obtenemos
926 g, - _Moyg
9 d
= _ 20V K = _ 29,V K
2= 1™
d(9; +9,) d(9; +9>)
Luego las densidades de corriente son
J,=- 20,9,V K J, = 20,9,V K
d(9, +9,) d(9, +9)

Claramente se cumple la continuidad de la componente normal del vector densidad
de corriente en la interfaz. Para los vectores desplazamiento tenemos

D,=— 2£,9,Vy K B, = 26,9,V K

d(9, +9,) d(9;, +92)
Por lo tanto existira una distribucidn de carga o entre los dos medios materiales
dada por la condicién
D, — D, =0, donde usamos la notacion D, =D, (—K)-

Luego,

_ 2V, (£,9; — £19,)

d(9, +9,)

Es importante notar ademas que habréa una densidad de carga en la cara interior de
los conductores (interfaz entre conductor puro y medio material). Si Ilamamos
o, Y o,a las densidades en la placa superior e inferior, sus expresiones son

- - 25,9,V

' ' tod(g,+9,)

5 kco, o o 202V
d(g; +9,)

Consideramos ahora el periodo transiente para la distribucion de carga o en la
interfaz . Usamos la misma notacion anterior D, =-D,-k, E, =-E, -k
Donde los campos tienen la direccion de la Figura 125.

V=Vo

Figura 125. Condensador compuesto con acumulacion de carga.
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Segun vimos la ecuacién de continuidad en el régimen transitorio conduce a la

condicion de borde

oo
\]2—\]1+E=0

Por otra parte, de las condiciones de borde para el vector desplazamiento

D,-D, =0
=gk, -gE =0
Ademas sabemos que

d R _ d/2_~ _ d R _
Vo—0=—[E-dl =— [E,-dl - [E,dI
0 0 d/2
d/2 . . d . .
V= (- ER)-dzk - [(-E) azk
0 d/2
VO:E1%+E2%:>E1+E2:% (5.46)
De (5.45) y (5.46) tenemos el sistema:
2V
E,+E =22
1+ 2 d

-gE +¢E,=0

& x(5.45)+(5.46) = ¢,E, + ¢,E, = %6‘1 +o

=E,= ! (%gl+aj

_81+€2
2V
&, X (545) - (546) = &, El + glEl — 02 .
= E1 = 1 (ZVOgZ _Gj
&+e,\ d
~E=- 1 (M_G}zj'i:— & (ZVOEZ_GJIZ
g+e,\ d e +e, a4
E,=- 1 [%4_0—}2:52:_ &, (2V061+6j|2
&+e,\ d g +e, | d

Luego las densidades de corriente son:
7, - —91(2\/052—0)2 3K

g+e L d
J,=— 9 (2\/0‘91 jk‘:—Jzk
g+e,\ d

Tomando la diferencia

3,1 :%(Woﬂmj_gl(woez_aj
2 & +é&,

(5.45)
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_ YA A +G(91+92)
! d(g +¢,) d(gl—i-gz) &+é&

2

nd,=d=a+ fo

- - 0
Reemplazando en la ecuacion de continuidad = o+ fo + EG =0

Solucién Homogénea o(t)=ke”

., . a
Solucion Particular o = _E

= oft)=ke? -2

Cl olt=0)=0=>k=%
o(t=0)=0= 5

2V0(g281 - 9152)
o _ d(51+‘92) _ zvo(gzgl_glgz)

B 9+ 9 d(g,+9,)
51+82
B 940,
O_(t)ZZVO(QZgl 0:52) |
d(g,+9,)

Notar que para t—o
Vo(ths; — 9,61)
d(g; +9,)

0(t—>oo):0' =

o0

que es el resultado obtenido en la parte a).
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5.12 Ley de Voltajes de Kirchoff

Consideremos un sistema de conductores como el de la Figura 126.

1 glygl 3 gz,gz 4 n-l gn—l’gn—l n

QS8 )—0 &

D

I
+ &
Figura 126. Ley de voltajes de Kirchoff.

lConductor perfecto
2

La diferencia de potencial entre 1 y n es

AV

2 4 n
[E-dl+[E, -dl+. .+ [E -dl (547)
1 3 n-1
AV =3 El =V, -V,)+(V,-V,) +..+(V,,-V,) (5.48)
Pero AV =¢
= YAV, —£=0 (549)
..La suma neta de las diferencias de potencial en un loop cerrado es nula. Esto se
conoce cono “Ley de voltajes de Kirchoft”

EJEMPLO 31.
Encontrar el voltaje en el condensador de la Figura 127 si este se encuentra inicialmente
descargado.
10

v

1uF

Figura 127. Circuito RC serie.
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i(z)ll-icando ley de voltajes de Kirchoff:
10V =V, +V,

10=10+V,

dv,

dt

+V¢

pero i=i, =C

=10=C dVe
dt

10=10"° dVe
dt

+V, Ecuacion diferencial ordinaria

Resolvemos la solucion particular y luego la homogénea.
Solucién homogénea:

100 WVor +Vg, =0

t
=V, =ke® r=10"°
Solucién particular:

=V, =10
Solucién completa:
Ve =V, Ve

t
V. =10+ke *

Aplicando la condicion inicial:
V.(t=0)=0=k=-10

finalmente

V. (t) =101 - e’E WV

Notar que para t — oo V (t) =10V = no hay corriente en el circuito.
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\ 5.13 Ley de Corrientes de Kirchoff.

Consideremos ahora un sistema de conductores que convergen a un mismo espacio Q2
segln se muestra en la Figura 128.

Figura 128.Ley de corrientes de Kirchoff.

Si no existe acumulacion de carga
op =
—=0=V-J=0 (5.50)
ot
Tomando el volumen © que contiene a todos los conductores convergentes

= [jv-Jdv =0 51

y aplicando el teorema de la divergencia

[[jj-ds‘z

S(Q)
Mjl-d§1+ﬂjz-d§2+...+ﬂjn-d§n =0
S, S, S,

S+ +a+1,=0(5.52)

Si no hay acumulacién de carga la suma neta de corrientes que convergen a un espacio
cerrado es nula. Esta es la “Ley de corrientes de Kirchoff”.
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EJEMPLO 32.
Calcular la corriente | de la Figura 129 si el condensador se encuentra inicialmente
descargado.

>
l I1 o
_ _1pF
— 10
0V ——
- 10
Figura 129. Circuito RC paralelo.

Solucion:
De la ley de corrientes de Kirchoff obtenemos que I =1,+1,

: av,
De las ecuaciones del condensador sabemos que 1, =C —%

De aplicar ley de voltajes de Kirchoff y ley de Ohm se obtiene

1, =Ye IV g7 p)
R 10

| Ve 10V,

> R 1

Igualando las dos expresiones encontradas para la corriente 1,llegamos a la siguiente

ecuacion diferencial:
mﬁﬁizm—w
dt
En el EJEMPLO 31. resolvimos la misma ecuacion diferencial con la misma condicion

inicial, llegando al resultado que se muestra a continuacion:
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ot
V. (t)=10(l-e *)V conz=10"°

t
1. _1o°d10d-¢e ")
2 dt
t
=1,=10"° (1026 7]

T
ot
=1, =10e  [A]
Finalmente
I =1+1,

I(t):10[1+e_th[A]

Notar que para t - 1(t) =10A = solo hay corriente en la resistencia R1, es decir, no hay

corriente en el condensador.
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5.14 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1:
Considere el circuito de la Figura 5.1.1.

FiguraP.5.1.1
Se pide:

a) Determinar la corriente | en funcion del tiempo si en t = 0 la carga del condensador

es nula (voltaje nulo).

b) Calcular la corriente para la condicion estacionaria (t infinito).
Solucién:

a) Por la ley de corrientes de Kirchoff:
=1 =1+

Ve
R2 R
lc = C%
dt
Pero por ley de voltajes de Kirchoff V., =V,
= | =£+C%
R dt

Utilizando nuevamente la ley de voltajes de Kirchoff y la ley de Ohm
Vo, =E-V,
E-V,
R
Entonces formamos la siguiente ecuacion diferencial:
E-Ve Ve, o9V
R R dt

redVe Loy —
dt

=>1=1y=

Para resolver esta ecuacion debemos encontrar la solucion particular y la homogénea.
Solucién homogénea:
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:>0:2VC+RC%

2,
V,, (t) =ke "¢
Solucién particular:
dve _ 0
dt
2V, =

N|mM m

Ve

p:

Luego
2

E —Et
V()= +he

Aplicando condicion inicial:

V.(0)=0
:>O=E+k
2
:>k:—E
2

E -2+
:>Vc(t) :E l-e RC

. E-
Pero lo que buscamos es la corriente I, la que estaba dada por | =

2
Si=EjnL)iewe
RIT 2

2t

10 :%(HRC)

b)
: E
I|ml(t):ﬁ

t—>w
Resulta intuitivo este resultado, pues el condensador durante el régimen transitorio se carga
no conduciendo una vez cargado. Correspondiendo entonces la corriente | en régimen
permanente a la corriente del circuito sin el condensador.

PROBLEMA 2

Se tiene un par de electrodos de placas planas paralelas entre las cuales se aplica una
diferencia de potencia Vo. En el interior se coloca un dieléctrico perfecto junto con dos
secciones de dieléctrico con pérdidas. Para este problema se pide determinar:

a) Ladistribucion de campo eléctrico en todo el sistema. (desprecie efectos de borde)
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b) La capacidad equivalente C del sistema de electrodos.
¢) La conductancia equivalente G del sistema de electrodos.
d) La densidades de cargas en las interfaces del sistema.

1
==CV/

. i V2
Hint: la energia eléctrica w:gj.d—ozdv Y W, ondensador >

Considerar profundidad unitaria

Vo
Z
d &ng &y &ng
—r—————> \
b 2a b e
FiguraP.5.2.1

Solucion:
a) Los campos Ei, E:, Es estan los tres en la direccion Z y con el sentido de este
mismo vector (van de mayor a menor voltaje). Como estos tres campos son

tangenciales a las interfaces del medio, se tienen que Ex =Ex = Ea (condiciones
de borde) = Ei=E,=Es=E
Habiamos visto que:

d
AV = —J' E-dl = E= \% (entre las placas)
0

A

Luego: E=-27
d d

Fuera de las placas el campo es nulo, pues la carga encerrada sera cero.

b) W, =W, +W, +W, COMo W, =W, = W, =2W, +W,

2 2
:wl:%jEzdv:%J'\é—ozdv:%\%b-d-l
& Vo2 gzvoz
w, =—=|—=dv=—=-—-2a-d-1
2 2Jo|2 2 d?

luego
2
W, = V‘TO (ag, +be)

So6lo nos queda igual a la energia eléctrica del condensador
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2
= %CVO2 = \ij—o(ag2 +beg))

=C zé(ag2 +be,)

C) 31:g§l:g(;/°2

|=[[J-dS=1=2[[J,-dS
A A

= | =29TMV0 pero | =GV (leydeohm G =1/R)
:>G=2—gb
d

d) Sabiendo que Din —Dan = P, pero el campo solo tiene componente tangencial por lo
tanto no hay densidad de carga en las interfaces.

PROBLEMA 3
Un conjunto de n placas conductoras de areas A, 2A,4A,....2" A,....2" ' A, estan ordenadas
formando una pila vertical. La distancia entre las placas sucesivas es d y entre ellas hay un
material de conductividad G=cte. Experimentalmente se encuentra que la resistencia
eléctrica entre la primera y segunda placa es 1Q.

a) Calcule la resistencia total cuando n—oo

b) Considere la situacion de la Fig P.5.3.2 en el limite cuando n— y calcule la

intensidad de corriente que circula por la resistencia de 1Q. conectada entre la

cuarta placa y la tierra.
R1 Rn—l

| |
|| WSS WS
V= 1Volt A 1
I 2A | <

1Volt ——

FiguraP.5.3.1
w k
Indicacion: Z(E] =2
ko \ 2

Soluciodn:
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|=”J.d3=ﬂg-E.ds

|=jjJ(k)-dS:jJ’J-dx-dy:J-A

< g-E-A=1
Vv
Cg-E-A
dv

W=-EFEo—=-E=

dz
Integrando

dv =-E.dz

V, d
[dv=-[E-dz=V,-V,=-E-d =V =E-d
H_/

vy 0 R
:Rzi

g-A
R - d d d

d &(1 d &
R = —_— _— =
n—ow gA ;(ij gAZ

2d
Rr =—— pero—=R =1Q
g g-
:RT:Z-(LJ:ZQ

g-A

= + +...+ —
g-A g-2A g-2"-A

Figura P.5.3.2
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d

d

d

R+R,+R, =

R, :Z[Q]
7

=R, :2[9]—2[9]

RR, 1/41 1

-21]

R

Ry :Z[ ]+g[ ]:5

I
T RT
20

39 Q]

e (A= 2

Vi, Ve, +Vg +V, =1[V]
I (R1+ R, + R3)+VRy =1[V]

@.Z_{_VR =1
39 4 ’
35
V, =1-—|V
Ry 39[ ]
4
V, =—[V
Ry 39[]
4
—I|V
10 1[9] 1Q]

+ +
g-A 29-A 4g-A

—1[o]+2[0]+3[0]-1[0]

paralelo RxRy — Rx + Ry _1/44_1_3

Q]
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5.15 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1
En el circuito de la figura, el interruptor K, permanece cerrado y el K, abierto hasta que el

condensador C se carga a un potencial Vo. En t=0 se abre K, y se cierra @ Para t>0

determinar:
a) El voltaje en el condensador.
b) El tiempo que demora el condensador en descargarse.
c) La potencia en la resistencia en funcion del tiempo.

K, }2
V__ —~C %R
Figura PP.5.1
PROBLEMA 2

Se tiene un tren de juguete que se mueve sobre rieles colocados en forma de circunferencia.
Los rieles tienen una resistencia r por unidad de longitud y el tren tiene una resistencia R.

Se aplica una diferencia de potencial V, entre los rieles.

a) Encuentre y dibuje el circuito equivalente.
b) Encuentre la corriente que pasa por el tren cuando este se encuentra formando un

] @ con la direccion de referencia.

ANV

Figura PP.5.2
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PROBLEMA 3

Se quiere energizar un circuito electronico por el que circulan 20 mA a 2400 Volts. Para
esto se dispone de una fuente de tension de corriente continua de 3000 Volts que tiene una
resistencia interna de 10 kKQ; y de un divisor de tensién formado por dos resistencias;

como se indica en la siguiente figura:
1

@ .

R 2400 Vcc
2
20 mA

R =10kQ

+
E=3000 Vcc ____

Figura PP.5.3.1
a) Se pide calcular las resistencias R, y R, para alimentar el circuito de modo que la

potencia entregada por la fuente de tensidén sea minima; calcule esta potencia.

b) En el mismo circuito se quiere ademas hacer funcionar un galvanémetro ideal (sin
resistencia interna), que funciona solamente si la corriente es igual o mayor que 20
mA. El circuito a emplear en esta parte es el que se muestra a continuacion:

Rl
R =10kQ
R, 2400 Vcc
20 mA
+
E=3000 Vec ™ () 1o220mA
Figura PP.5.3.2

Se pide calcular las resistencias R, y R, para alimentar el circuito de modo que la
entrega de potencia por la fuente sea minima; calcule esta potencia.
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PROBLEMA 4

Una barra de cobre de conductividad g y seccion rectangular ha sido deformada como se
indica en la Figura PP.5.3.4. Los parametros del sistema son:
[}

g = 5,8x107
o h1 =1 m
o h2 =0,2m
e b=03m

I. Suponiendo que una corriente | constante fluye atravesando el conductor en el sentido
radial ( O )se pide:

o El vector densidad de corriente j,

o Laresistencia entre las caras definidas por p=h; y p=hy,
o Calcule las pérdidas joule en el conductor

I1. Suponiendo que una corriente | constante fluye atravesando el conductor en el sentido
tangencial (&) se pide:

o El vector densidad de corriente j,

o Laresistencia entre las caras definidas por =0y 6=m/2,
o Calcule las pérdidas joule en el conductor

ha ,
5 /b
" d
{pa— ..... X =
o

Figura PP.5.3.4
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CAPITULO 6. MAGNETOSTATICA EN EL VACIO

| 6.1 Introduccién

El estudio de la magnetostatica comprende el fendmeno del campo magnético producido
: . : - : 0

por corrientes estacionarias. O sea, se cumple J =constante en el tiempo y a—/t)=0:>
campos no dependen del tiempo.

A pesar de que los efectos magnéticos de los imanes se conocian ya en la antigua Grecia,
fue Oersted quien en 1819 propuso un primer modelo para explicar la desviacion que sufre
la aguja de una brajula por la accién de una corriente eléctrica. Sus resultados condujeron a
la determinacion de la fuerza que experimenta una carga en presencia de una corriente
eléctrica, y posteriormente a la de las fuerzas entre circuitos eléctricos.

Para presentar estos conceptos, seguiremos un tratamiento andlogo al de electrostatica, esto
es, primero veremos la fuerza sobre una carga y luego definiremos el concepto de campo
magnético a partir de esa fuerza. Posteriormente extenderemos el concepto a circuitos
eléctricos en general.

| 6.2 Fuerza de una Corriente sobre una Carga Eléctrica

Consideremos una carga eléctrica q con velocidad U y una corriente | que circula a traves
de un circuito eléctrico (que llamaremos 77) segin se muestra en la Figura 130.

. O L _
Figura 130. Carga movil frente a un circuito.

Se encuentra experimentalmente que la fuerza que experimenta la carga esta definida por la
expresion:

w1l 'x(F — ') (6.1)

donde:
U eslavelocidad de carga q
IdI *es el elemento diferencial de corriente por el circuito I’
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r indica la posicion de g
' recorre el circuito I'” indicando la posicién del elemento Idl"
4, = 4x107[H/m] €S una constante llamada permeabilidad del aire.

EJEMPLO 33.
Calcule la fuerza que ejerce un circuito circular de radio R y corriente | sobre una carga q

ubicada en la posicion z = z,, para los siguientes casos:

i) La carga esta inmovil
i) Carga se mueve con velocidad inicial 0 =v_k
i) Carga se mueve con velocidad inicial U = voj
iv)  Carga se mueve con velocidad inicial 0 =v,i .
Solucion:
Consideremos la configuracion de la Figura 131.
2,k
I/
R \ .
/,_/ (p—:.r‘——_——— y’J
O N 7T
X, 1 ldl = Idl¢

Figura 131. Circuito circular.

Primero calculamos la integral de linea § sobre el circuito circular, de radio R y corriente
5
I, sobre el eje z. Aqui I’ es el circulo de radio R del circuito. Tenemos
IdT = 11 = IdI(~ singi +cosgj) , dl =Rdg
F'=Rp=R(cosel +sing])
r=2zk
F—F'=—Rcospi —Rsing|+zk
F—ri=[Recos’ p+R?sin? p+ 22 | =[R2 +22 ]
luego :

f :ZI” ﬂ%(—sin(/ﬂn+005(pj)x(—RCOS(Df—RSin(Dj+Z|(A)
i

0 4r [R? + 7%
= { zzf %[Rsinzgolz+zsingoj+Rcosz¢I€+zc05¢f]
r0 4g[R?+ 77

=T M[ZCOS¢f+zsind+Rl€]

b=] 47[R? + 22"
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_ mlR2r
47[R? + 22"

Luego la expresion para la Fuerza sobre una carga g en la posicion z es:

=

_ IR? s
F=q—20"0xk (62)
Z[R +z]

Entonces:

i) Si la carga esta estatica (g =) permanece estatica F = 0.

i) Si tiene una velocidad inicial v, =v k se tiene F =0, es decir, la carga sigue
moviendose con la misma velocidad.

iii) Si se le da una velocidad inicial en el sentido j, i.e., V, = Voi experimenta una
fuerza dada por la expresic')n:

iv) Si la velocidad inicial es ahora V, = vof, la fuerza que experimenta g es:

R, ZqVO'& R (_j) (6:4)

2 (R*+2 )3/2

6.3 Definicién de campo magnético

Habiamos dicho que la expresion de la fuerza que produce un circuito sobre una carga tiene
la forma

Es importante notar que las variables que definen a la carga se encuentran fuera de la
integral. Por otra parte, al interior de la integral s6lo se encuentran los parametros del
circuito "' y la corriente que circula a través de él. Asi, el efecto que produce la circulacién
de la corriente estd contenido completamente en la integral. Se define el campo magnético
que produce el circuito como

Iuo |d| (r- r) 6.5)

Este campo magnético corresponde aun campo vectorial que representa la perturbacion en
todo el espacio que aparece como resultado de la circulacién de la corriente 1.

Con ello, la fuerza que sufre una carga en presencia de B es:

F=quixB (6.6) Esta es la lamada Fuerza de Lorentz
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que veremos en detalle mas adelante.
Las unidades del campo magnético se obtienen de

— = = [F] = [N]
[F]=[a]v]B]=[8B] [alv]  [C]m/seg]
Se define

1Tesla = [T]:{N}

Cxm/seg

O sea, una carga de 1[C] que se mueve con velocidad de 1[m/s] en presencia de un campo
magnético de 1[T] experimenta la fuerza de 1[N]. En la practica el Tesla resulta ser una
unidad muy grande, por ello se acostumbra usar el Gauss [G], con la equivalencia

1[T]=10°[G]
EJEMPLO 34.
Determine el campo magnético del circuito circular del ejemplo anterior en los siguientes
puntos:
a) Cualquier punto del eje z.
b) Obtenga una expresion para el campo en cualquier punto del plano x-y, con
X2+y*>R?,

X1 adl = 1dig
Figura 132. Campo magnético de circuito circular.

a) Para el ejemplo anterior tenemos que el campo magnético producido por el circuito
circular en el punto z, del eje z es

2
2 (R*+23)
Por lo tanto, dejando variable zo, el campo en cualquier punto z seréd

2
B:%ﬁﬁ (6.8)
b) Tenemos
Idl = Idlg = IdI(- singi +cosgi) ,  dl =Rdg
r'=Rp=R(cosgi +sin¢j)
r=xi+yj

r—r'=(Xx—Rcose)i +(y—Rsing)]

|r = r|=[R? cos? ¢ + R*sin? ¢ — 2Rysing — 2Rxcos g + y* + x* | *
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|F —r’|=[R* —2Rxcos@ — 2Ry sing + x* + y* [

2
5 IRd . . . _ .
B= | H 2 : 4 — oz (—sin gl +cosp])x((x—Rcosp)i +(y-Rsinp) j)

o 47 [R®-2Rysinp—2Rxcosp+y* + X’ |

s | #|Rdg L ) X
=B= — [(Rsm @—ysinp)k +(Rcos (p—xcosw)k}

0 47r[R2—2Rysingo—2Rxcos¢7+ y? +x2]

_ IRd . -
:>sz - . o ™HP T [(R—ysm(p—xcos@k]
0 47r[R —2Rysingp—2Rxcosp+y +x]

El problema es ahora resolver esta integral, jcosa nada facil! (tratar de hacerlo). De

cualquier forma, el campo en el plano x-y sélo tiene componente segin K y sera positivo si
estd dentro del circulo y negativo fuera de él (conviene hacer el esfuerzo de esta
visualizacion).

Campo Magnético Producido por una Carga Puntual
Consideremos una carga puntual g moviendose con velocidad U, segiin se muestran en la
Figura 133.

Figura 133. Campo magnético de carga puntual.

Usando la expresion que habiamos definido para el campo magnético del circuito en este

caso el campo magnético que produce la carga es:

_ idl x(F—r"

g - Lo 10 (T=1") . ) 69)
4 r-r]

P ¢ (o I dl . [o| I, _
ero aqui ldl =—dlli=dg—U, perod ,—=|0]|y dB > B
pero aq " qg U, peroda—d, |al| y dB —

=B= Zl_quXH (6.10) es el campo producido por una carga en movimiento.
4 F—r

Campo magnético producido por distribuciones de corriente
Para el caso de distribuciones de corriente en volumen como las de la Figura 134 se usa el
vector densidad de corriente.

!
~
=
N
=
o
)

0 / r N 200




Figura 134. Campo magnético de distribuciones de corrientes.

Aqui 1dl =J-dS-dI =Jdv', por lo tanto eI campo magnético es:

m ”r I) dv' (6.11)

donde V’ es todo el volumen en donde hay J .

Asi entonces, el efecto que produce una corriente puede representarse a traves de su campo
magnético, el cual provoca una perturbacion en todo el espacio y puede medirse ya sea
poniendo una carga en movimiento o con un circuito adicional. En ambos casos se
observaran fuerzas que actuaran sobre estos ultimos elementos (carga y/o circuito se
moveran).

\ 6.4 Ley de Biot y Savart

En 1820 Jean Baptiste Biot y Felix Savart generalizan los resultados obtenidos por Oersted.
Estos resultados fueron presentados 1 mes después por Ampere. Consideremos dos
circuitos que llevan corrientes I e I’ seglin se muestra en la figura siguiente:

Figura 135.Interaccion de dos circuitos.

Biot y Savart demostraron que la fuerza neta que ejerce el circuito I'” sobre I esta dada por
la expresion:

11l (dl ' (F -

] |r T ") 612

La expresion diferencial de esta ecuacion, que indica la fuerza que ejerce el circuito I’
sobre el elemento Idl del circuito I" es

= 1dlx gy ¢ 1'dI%(F — 1)
dF == § (6.13)

e -l
6 dF = Idl xB(r) (6.14)
donde B(r) :ﬂm"d'—(r:r) (6.15) es el campo magnético producido por el circuito I’
e r-r

enr.
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Notar que una vez determinado el campo magnético del circuito I"’, podemos calcular la
fuerza sobre el otro circuito ocupando la formula F = ff Idl x I§(F) (6.16).
r

EJEMPLO 35.

Considere un circuito constituido por un conductor muy delgado que va de -0 a +oo en el
eje y. Este conductor lleva una corriente lp. Se pide calcular la fuerza sobre una espira
cuadrada de lado 2a con corriente I; segiin se muestra en la Figura 136.

3a| z,k

2aT fll

l

Figura 136.Circuito frente a corriente lineal.

Solucién:
Primero calculamos el campo magnético producido por el conductor infinito en el plano y-
z. Consideremos un punto P localizado en el eje z.

-

A Yy, ]
ey

X, 1

Figura 137.Campo de conductor infinito.
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o]}
—~

_ T 1,dy) I, 7 zdyi
)f—”ﬁ (yi+K)= %;O[O[YZHZT,Z

haciendo el cambio de variable y = ztgd = dy = z(1+tg® 6)dé

2 2 2 e V4 V4
E(r):ﬂoloj'z (1+tg°0)doi il J{z 00 o, f 40
7 all:ZZtgzg-i- 22]3/2 Arz _z/z[1+t929]1/2 Arz [1+tgzt9]l/2
2 2 =2
sen“@ cos‘ @ +sin‘d 1
1+tg°? 0 =1+—"—— = > =—
cos- @ cos- @ cos“ @
7l2
= B(F)= ’u"lol j cos@do = Holo sm0|’”2
2wz
~ |
B(r) Holo oy
27[2
Ahora calculamos la fuerza Z, K
\
<_
3a

(o) B=B(2)i

l2a Tll

—>

Figura 138. Fuerza sobre conductor rectangular.

Para las corrientes en el sentido K se tiene:
dF, = 1,dzkx B(2)i = 1,dzB(z) ]
Para las de sentido —Kk se tiene:
dF, = Ildz(—IZ xB(z)l =—1,dzB(z) ]

Para el segmento en z=a se tiene:
dF, = 1,dyjxB(a)i =-1,B(a)dyk
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_ ~ I ~ Loty o
= F,=—I,B(a)2ak =, - 200 gk — —1ofh g
2ra Vs
para el segmento en z=3a se tiene

dF, = 1,dy(—J)xB(3a)i = 1,B(3a)dyk

=1, Folo ppg - Lot
2r3a 3

.. Fuerza neta:|f3+lf4=lllL/‘0 }_1 |2:_2|1|oﬂoi2
7 \3 3

EJEMPLO 36.

En este ejemplo calcularemos la fuerza neta que experimenta un loop de corriente (o espira)
en presencia de un campo magnético, y a partir de esto determinaremos el torque. El
concepto del torque producido por un campo magnético es muy importante en la
comprension del comportamiento de las particulas cargadas orbitando (el modelo de la
materia que veremos mas adelante), motores y generadores eléctricos.

Consideremos un loop de corriente rectangular de largo | y ancho w, el cual esta expuesto a
un campo magnético uniforme de médulo B tal como se ve en la Figura 139.

4 7

Iy

\ 4

v

\ 4

P
<«

W 1

\ 4
<

Figura 139. Torque magnético.

En esta figura se puede ver que dI es paralelo a B en los lados 1-2 y 3-4 del loop y
ninguna fuerza es ejercida en esos lados. Solo hay fuerza en los otros dos lados, entonces la
fuerza neta sobre el circuito es
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Es decir, la fuerza neta es cero, por lo tanto el circuito no experimenta movimiento de
traslacion neto (no se desplaza).

Sin embargo, las fuerzas de cada lado estan aplicadas en lugares diferentes y, en
consecuencia, produciran un torque neto sobre el circuito. Para examinar esta situacion,
consideremos el caso en que el plano del circuito forma un angulo o con el campo
magnético segun se ilustra en la Figura 140.

v

Figura 140. Fuerza y torque.

El elemento diferencial del torque (o el momento mecanico de fuerza) sobre un elemento
de corriente IdI del circuito es
dT =rxdF

y sus unidades son Newton-metros (N-m). Por lo tanto, el torque neto es

ide:§rxdF:§rxidF><B

C
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donde c es la trayectoria del circuito. Es decir,

3 1
T= IjrdeRx B+ |Ir><dz|2>< B
2 4
y dado que el campo es constante
|Bwl ~ 1Bwl .

T =Tsin a(~k) Tsin (k) =-1Bwl sina k

Asi, cuando el plano del circuito es paralelo al campo magnético, éste experimenta el
torque maximo. En la posicion de equilibrio el vector normal a la superficie del circuito n
es paralelo al campo magnético y no hay torque.

\ 6.5 Ley Circuital de Ampere

Consideremos una region Q del espacio en donde existe corriente fluyendo seglin se
muestra en la Figura 141.

—

»
>
»

2 )
) .
Q > W dS‘ —> g Ienlazada
/ 4 A
Contorno I'(S) d
\L >
Area S

Figura 141. Ley circuital de Ampere.

Si tomamos una superficie cualquiera por la cual atraviesa una corriente total lenjazada,
entonces la Ley Circuital de Ampere establece lo siguiente:

iB-dl = | (6.17)
)

enlazada
r(s
donde:

I'(S) contorno de la superficie S recorrido en el sentido de la mano de derecha en
torno del vector del elemento de superficie dS, segin se muestra en la Figura 141.
lentazada COrriente total que atraviesa la superficie S, la que es igual a la corriente
enlazada por la trayectoria I'(S).
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Notar que cuando se conoce el vector densidad de corriente J como en la Figura 142, la

corriente enlazada es |, = jjj-d§.
Contorno I'(S)

|— dsS

»
|

Itotal = _” J.dS

Figura 142. Corriente enlazada.

Es muy importante respetar el sentido del contorno de la superficie, esto es, mantener la
regla de la mano derecha, cuando se aplica esta Ley.
Es usual definir la ley de Ampere en términos del vector intensidad de campo magnético
H el cual se define de la expresion

B=u,H (6.17)
donde pg es la permeabilidad del espacio vacio igual a 47 x107'[H /m] segln vimos
anteriormente. Con esta definicion la ley circuital de Ampere se puede escribir como

(6.18)

enlazada

= {H-dl =1

r'(s)

EJEMPLO 37.
Calcule el campo producido por una bobina infinita de N espiras (vueltas) por unidad de
largo y que lleva una corriente I.
Solucién:

N espiras o0 vueltas
por unidad de largo

Figura 143. Campo bobina.

Por simetria los campos tendran direccion segun z. Llamemos a los campos en el interior
B, =BKky en el exterior B, =BK.
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Por la geometria del problema, el campo afuera puede suponerse despreciable, ya que el
campo de espiras contiguas se cancela.

Para la interior tomamos el contorno r(S) de la superficie S cuya mitad esta dentro de la
bobina y la otra esta afuera. Se cumple:
{B, -dl =u,l
L, (s)
Pero tomando una trayectoria de largo | en el eje z se tiene ., = NIl »yaqueno hay

corriente enlazada afuera de la bobina. Luego,
—Bl=—uNIl = B = NIk

La corriente enlazada es negativa dado el sentido de la trayectoria utilizada en la Figura
143. Asi, en un solenoide (o bobina) ideal el campo al interior es constante y nulo en el
exterior.

total

6.6 32 Ecuacion de Maxwell

Aplicando el teorema de Stokes a la integral de linea de la ley circuital de Ampere se tiene

fH-dl =[[(vxH)-dS (6.19)
r(s) S
Ademas, en términos del vector densidad de corriente la corriente total enlazada por el
contorno r(S)es

Ienlazada: 'U j ' d§ (620)
S

Esquematicamente esto se muestra en la Figura 144.
I

enlazada

@%Z@/_\\ Area S
L—/ Contorno I'(S)

Figura 144. Tercera ecuacion de Maxwell.

Reemplazando valores obtenemos

= [[(VxH)S =(J-dS (6.21)
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y esta ecuacion se cumple para cualquier superficie S, luego
=VxH=J (6.22) esta es la 32 ecuacion de Maxwell

Dado que B = z,H esta ecuacion también se puede escribir como
VxB=y,J (623)

En termino fisicos decimos que las lineas de campo magnético rotan alrededor de J . O que
las lineas de campo magnético B “aparecen” alrededor de una corriente dada.

Mas tarde agregaremos otro término a esta ecuacion cuando veamos campos variables en el
tiempo.

| 6.7 4ta Ecuacion de Maxwell

Otro resultado experimental es que a diferencia del caso de los campos eléctricos que nacen
y terminan en cargas eléctricas, en el caso del campo magnético no existen fuentes de
donde nazcan lineas de campo, es decir, no existen cargas magnéticas. Esto se traduce en
que toda linea de campo magnético es cerrada. Matematicamente esto se expresa de la
siguiente forma:

V-B=0 (6.24) esta es la 42 ecuacion de Maxwell

Si integramos esta ecuacion en un volumen cualquiera tenemos

I£IV-de:O = ﬁBods=0

S(Q)

En otras palabras, el flujo neto del campo magnético en cualquier superficie cerrada es
nulo. Esto se muestra en la

Q
. /
" No existen cargas
/ magnéticas

Figura 145. Inexistencia de cargas magneticas.

Figura 145.
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En la Figura 145 entran a la superficie un namero igual de lineas de campo que salen de
dicha superficie.

6.8 Movimiento de una carga puntual en el interior de un campo magnético

Una caracteristica importante de la fuerza magnética que actla sobre una particula cargada
movil es que la fuerza es siempre perpendicular a la velocidad de la particula. En efecto, la
expresion de la Fuerza de Lorentz es

F=quxB (6.26)

La fuerza magnética por consiguiente no realiza trabajo sobre la particula y la energia
cinética no se ve afectada por esta fuerza. Asi, la fuerza magnética solo modifica la
direccion de la velocidad pero no su médulo.

En el caso especial en que la velocidad de una particula sea perpendicular a un campo
magnético uniforme, como se ve en la Figura 146, la particula se mueve describiendo una
Orbita circular.

Figura 146.Movimiento de cargas en un campo magnético.

La fuerza magnética proporciona la fuerza centripeta necesaria para el movimiento circular.
Podemos relacionar el radio de la circunferencia con el campo magnético y la velocidad de
la particula haciendo que la fuerza resultante sea igual a la masa m multiplicada por la
aceleracion centripeta v2/r 5. La fuerza resultante en este caso es qvB 5 puesto que vy B

son perpendiculares. Asi pues la segunda ley de Newton nos da

mv?

qQvB =

(6.27)

0 sea r= mv (6.28)
gB

Por lo tanto, la particula cargada se mueve en un plano perpendicular al campo magnético
uniforme que esta dirigido hacia el plano de papel (indicado por las cruces). La fuerza
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magnética es perpendicular a la velocidad de la particula haciendo que se mueva en una
circunferencia de radio r que satisface la ecuacién anterior.

La frecuencia angular del movimiento circular es

o="-98 629
r m

y su periodo vale T= 2z = 27m (6.30)
0

gB

Es importante notar que la frecuencia no depende del radio de la orbita ni de la velocidad
de la particula. Esta frecuencia se denomina frecuencia ciclotrén.

La componente de la velocidad paralela a B no se ve influida por el campo magnético.
Consideremos por ejemplo un campo magnético uniforme en la direccién z y sea v, la
componente de la velocidad de la particula paralela al campo. En un sistema de referencia
que se mueve en la direccion z con velocidad v, la particula tiene su velocidad
perpendicular al campo y se mueve en una circunferencia contenida en el plano xy. En el
sistema de referencia original la trayectoria de la particula es una hélice que se enrolla
alrededor de las lineas de B, como se muestra en la Figura 147.

-]
"
—]

Figura 147. Trayectoria helicoidal.

Cuando una particula cargada tiene una pequefia componente de velocidad paralela al
campo magnético B, se mueve con una trayectoria helicoidal.

Selector de Velocidades

La fuerza magnética sobre una particula cargada que se mueve en el interior de un
campo magnético uniforme puede equilibrarse por una fuerza electrostatica. Dado que la
fuerza eléctrica tiene la direccion del campo eléctrico (en el caso de particulas positivas) y
la fuerza magnética es perpendicular al campo magnético, los campos eléctrico y magnético
deben ser perpendiculares entre si, segun se muestra en el arreglo de la Figura 148. En esa
configuracién se tiene una region del espacio entre las placas de un condensador, en el cual
existe un campo eléctrico y un campo magnetico perpendiculares entre si.
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oo X < x| =B x
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Tox X X X X X X X

X X X > X Pt P X

Figura 148. Selector de velocidades.

Cuando una particula positiva se mueve hacia la derecha experimenta una fuerza eléctrica
dirigida hacia abajo gE y otra fuerza magnética dirigida hacia arriba qv-B, que se equilibran
si VB=E, Si la carga es negativa, estaran invertidas ambas fuerzas. Luego, para que las
cargas pasen sin ser interceptadas la velocidad cumple con la condicién v=E/B,
independiente de la masa y la carga de la particula. Es decir, las cargas que pasan se
seleccionan en base a su velocidad exclusivamente.

El Espectrdgrafo de Masas.

El espectrografo de masas, fabricado en primer lugar por Aston en 1919, fue disefiado para
medir las masas de los isétopos. Mide la razon masa a carga de los iones (cargas positivas),
determinando la velocidad de éstos y luego midiendo el radio de su oOrbita circular en el
interior de un campo magnético uniforme. El cuociente masa a carga viene dado por

m_Br (6.31)
q Vv

en donde B es campo magnético, r el radio de la orbita circular y v la velocidad de la
particula. Un dibujo esquematico de un espectrografo de masas se muestra en la Figura 149.

9 TT”TE:HD

v+ fuente

Figura 149. Espectrografo de masas.
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En la Figura 149, se ven iones procedentes de la fuente, que son acelerados por un campo
eléctrico y entran en un espacio que contiene un campo magnético uniforme (aqui el campo
eléctrico es nulo). Si los iones parten del reposo y se mueven a través de una diferencia de
potencial V, su energia cinética cuando entren en P1 es igual a la pérdida de energia
potencial qV.

%mv2 =qV (6.32)

Los iones se mueven en una circunferencia de radio r e inciden sobre una pelicula
fotografica en el punto P2, a una distancia 2r del punto en el que entraron en el electroiman.
La velocidad v puede eliminarse de las ecuaciones para hallar g/m en funcion de las
magnitudes conocidas V, B y r. El resultado es

2,.2
m_BT" (633
q 2V

6.9 Potencial Magnético Vectorial

Similarmente a lo ocurrido en electrostatica cuando definiamos un potencial desde el cual
se obtenia el campo, para simplificar los calculos de campos magnéticos se recurre al
concepto de potencial magnético vectorial.

Dado que sabemos que la divergencia de B es nula (cuarta ecuacion de Maxwell)
aprovecharemos la identidad matematica

V-(VxA)=0 (6.34)
para asumir que el campo magnético B puede expresarse como

donde A se denomina potencial magnético vectorial y es en general méas facil de calcular
que el campo magnético directamente.

Teniamos que por definicion B se representa por

B= Holdl(r 1) (6.36) para circuitos,

Az|F -
« B=| s I)x(r - S')dv ' (6.37) para densidades en volumen, y
var -
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[K]=[1/1].

Se puede demostrar que
1 (r—r' (6.39) V, operasobre 1
r=rt) fr-rf

(6.38) para densidades superficiales de corriente

con ello, si tomamos por ejemplo la expresion del campo magnético para circuitos lineales,

se tiene:

B :—“Ofidr'{v( 1 D (6.40)
4z IF—r

aplicando la identidad
Vx(fF)= fVxE+Vf xE (6.41)

donde f es un campo escalar y F un campo vectorial

:>V><( ldr* j 1 Vxldlﬁ'+V{L]xld|" (6.42)

r=rf) -7 IF=r]

V opera sobre r = VxIdl '=0

y como Idr'xV[ ! Ijz—V( ! Jxldr' (6.43)
(

luego

y como V opera sobre F y | sobre F'podemos escribir finalmente:

5 _vy| to Idl"
60| afp g o4

de donde se deduce que

A=to fLI_ (6.47) para circuitos.
A |r =T

IF =1

Similarmente para distribuciones de corriente se obtiene
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para distribuciones superficiales de corriente

para distribuciones en volumen

Notar que una vez que se dispone del vector A, el campo magnético se obtiene facilmente
derivando (en realidad se debe calcular el rotor como se definié originalmente), cuestion
que en general es més facil de realizar que el calculo directo.

Usando la identidad

Vx(VxA)=V(V-A)-V?A (6.50)

Se puede demostrar que V - A =0 para campos magnéticos que no varian en el tiempo.
Luego
Vx(Vx A): ~V?A (6.51)

Pero habiamos demostrado que por la 3ra Ecuacion de Maxwell se cumple

VxB=puJ (6.52)
Por lo tanto, el potencial magnético vectorial cumple con

- V?A= —,uoj (6.53) Ecuacion de Poisson vectorial.

En coordenadas cartesianas A=( ALALA) la ecuacion de Poisson corresponde a

v A =—1pd,
v A =—1d,
v? A =—ud,

con

oy A A A
vl

ox?

Se requieren condiciones de borde para resolver esta ecuacion, en conjunto con
metodologias numéricas de resolucion de ecuaciones diferenciales parciales.

EJEMPLO 38.

Si por el plano x-y circula una densidad superficial de corriente K =k j

campo magnético en todo el espacio.
Sol™:
De la definicion de A tenemos:

, Se pide obtener el
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A= ﬂ& ds’ = dx'dy’

Por simplicidad calcularemos A en un punto del eje z, seglin se muestra en la Figura 150.

Figura 150. Potencial magnético vector.

Tenemos

r=2zK } .
R =>r-r==xi-yj+zk
r=xir+y']

=|[F-r= [x'2+y'2+zz]l/2
Luego

rate KINY g K dxdy
4 [x'2+y'2+z ]1 ‘H[x'2+y'2+z ]1
yz[x +2 ]1 tan6’:dy‘=[x'2+zz]1 [l+tan 0]d9

”dx [1+tan 9] [x +Z ]1 deo
Lo (x?+2% )1+ tan? 0) 2

) 6,

,uoK - ' 2 m1/2
A= dx'| 1+ tan- @)~ d@o
] j j ( )

=cos? 0

J.-[d 'cose

1+tan @

:A :uO

Pero sing :ﬁ y de la figura:
y2+2° + X
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Queda propuesto para el lector hallar la expresion final del campo magnético.

CAPITULO 7. MAGNETOSTATICA EN LA MATERIA

\ 7.1 Dipolo Magnético

Para abordar el tema de los campos magnéticos en la materia se hace necesario, al igual que
vimos anteriormente para dieléctricos, un modelo elemental para aplicarlo a un medio
material. Este concepto para el caso de campos magnéticos es el dipolo magnético.

Consideremos un circuito circular de corriente como en la Figura 151.
A

Figura 151. Dipolo Magnético.

El 4rea del circuito es A=z a’ y conduce una corriente 1. Si llamamos 1 al vector normal a
la superficie, definimos el dipolo magnéticom como el vector

m=AlA (6.55)

Asi, el dipolo magnético (también llamado momento dipolar magnético) es proporcional al
area definida por el circuito y proporcional también a la corriente que circula por él.
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Determinemos ahora el campo magnético B en un punto de observacion P(r,0,4) producido
por el circuito circular (o loop) de la Figura 152. Para ello primero obtendremos el vector
potencial magnético, y consideraremos el sistema de coordenadas de la Figura 152.

, 4 P(r,0,0)

=
=l

Figura 152. Campo magnético de un dipolo magnético.

Idl
Ir =

En estas condiciones, el potencial en el punto P tiene la forma A= Z—O[ﬁ
T

Para r>>a, es decir, para lugares lejanos del punto de observacién, se cumple

1 1 rer'

=+ ——+ TOS
Lo N L I

Ademas,
idl"=lad@’' @ = lad@'(—sin &' +cos &' j)

Luego, despreciando los términos de orden superior (TOS) la expresion del vector potencial
magnético es

2
A:ﬁj‘ i+¥ lad@'(-sin&'i +cos &' )
Aol I
considerando que rer’=rasingpcos@cosd +rasingsin@gsin@ y desarrollando la

integral se llega a que el vector potencial magnético A sdlo tiene la componente @ y esta
dada por

A= Al mSING0 ¢ o)

lo que también puede escribirse como:
A HoMxF
Arxr?

(6.57)
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donde M=Il7a’k gsel dipolo magnético del loop (notar que k x r = sing@).

Finamente el campo magnético se obtiene a partir de B=V x A

B- “O—r'l(zcosw +singg) (6.58)
Ay

Es interesante comparar esta ecuacion con expresiones similares de electrostatica para el
potencial eléctrico V y la intensidad de campo eléctrico E producidas por el dipolo
eléctrico. Esta comparacion estd hecha en la siguiente tabla, en la que notamos las
similitudes entre el campo B lejano producido por un pequefio loop de corriente y E lejano
producido por un dipolo eléctrico. Es entonces razonable interpretar un pequefio loop de
corriente como un dipolo magnético.

Se puede demostrar que el torque sobre un dipolo magnético esta dado por la expresion
T=mxB (6.66)

Esta expresion es generalmente aplicable en la determinacion del torque sobre un dipolo y
su Unica limitacion es que el campo magnético debe ser uniforme. Cabe hacer notar que el
torque esta en la direccion del eje de rotacion y en la posicion de equilibrio m y B son
paralelos.

Las lineas de B sobre el dipolo magnético son similares a las lineas de E sobre un
dipolo eléctrico. La Figura 153 (d) ilustra las lineas de B alrededor del dipolo magnético
m=IS.
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eléctrico Magnético
b
V= Q
Ame, ¥
E = Qa, 5 No existe
4re ¥
o
Qm
;
ar
Q
Monopolo ( carga puntual) Monopolo ( carga puntual)
E= Qd - (2cosfa, +2sinta, ) Homsinéa,, d
472'80r A= 5
Anr
P
z
A +Q /
P 0
: IRy
—_—— d
I l
>y
-Qm
X B= ,uorr; (2cosba,+sinda,)
Anr

Dipolo (dos puntos con carga)

Dipolo (dos puntos con carga)

Figura 153. Comparacion electroestatica v/s magnetostatica.
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| 7.2 Modelo Atémico de Materiales

Similarmente al andlisis de dieléctricos supondremos aqui un modelo microscépico de la
materia. En este caso supondremos que cada atomo se compone de un nucleo con carga
positiva en reposo y un conjunto de electrones rotando en torno de ese nucleo con
velocidad u, segin se muestra en la Figura 154. Asi, los electrones de este atomo pueden
dg qu

dt 22R

Donde g es la carga total de los electrones [C] y R el radio promedio de las trayectorias
circulares. Esquematicamente:

‘

Figura 154. Modelo Atomico de Corrientes.

modelarse como un circuito con corriente | =

Asi, es posible representar el atomo mediante el dipolo magnético

. A 2

m=1-SA[AM"] (6.67)
Para describir el fendbmeno a escala macroscépica se define el vector magnetizacion m
como el momento dipolar magnético por unidad de volumen:

m

m

i-  lim 2" /ml (6.68)
M= oy Aml ©

Un medio en el cual M =0 se dice un medio magnetizado. Notar que en presencia de un
campo magnético externo los dipolos magnéticos tenderan a alinearse con él debido al
torque 7 =mx B, seglin vimos en la seccién anterior.

’ = ’ B = B,k

Sin campo B Con B =Bk externo
Figura 155. Modelo Atomico de Corrientes.
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Notar que debido a lo pequefia de las corrientes se desprecia el efecto entre ellas y solo se
asume que los dipolos responden al campo externo.

\ 7.3 Corrientes de Magnetizacion

Consideremos un elemento diferencial de volumen de un medio material con
magnetizacion, como en la Figura 156. Luego el momento dipolar asociado al volumen dV”’

es dm, donde:

Figura 156. Modelo de la Materia.

El potencial magnético dA asociado al dipolo magnético en la posicién r es:
-r) (6.69)

3

T
Vi HI’—F'

(r—r)dv’, (6.70)

3

dA = £ M (r')x
Arr r—r

o) oy =kl oo

y usando la identidad v x(fF)= fv x F +(Vf )x F podemos escribir

) e g e €72
- se)v{ g {5 e €7
Luego
() mV”:Mr( o [y (W”}dv 674
Aplicando el teorema V<PV -~  ala segunda integral
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V<M (r')dv" | M M(r')xds'
A(r) g~ (6.75)
m Ir—r || " sﬁ') Ir =1

Esta expresion tiene la forma:

A(r)=f—;mJ udV', to g Kyt 76,

[F=rl " ar 3,1

con J,, = V'xM(F') (6.77) densidad de corriente de magnetizacion en volumen

K, =M(F')xn (6.78) densidad de corriente superficial de magnetizacion (que rodea al
material)

Asi, el efecto de la magnetizacion puede reemplazarse por las dos densidades de corriente
Jy Y K,, que aparecen en el material.

7.4 Permeabilidad Magnética

Recordemos que
Vx (Ej =7 (6.79)

Ho
En el espacio vacio, donde J es la densidad de corriente en volumen.

Ahora en general al interior de un medio material habra tanto corrientes libres J, como de
magnetizacion. Asi :

J=7J,+J, (6.80)
entonces

vx(EJ: J +J, (6.81)

designaremos VxH =J, y VxM =1J,,

=B=(H+M), (6:83)
si anotamos M = y, H (6.84) = B=y,(1+y,)H (6.85)
6 B—,H (6.86)

Con =g, (6.87) es la permeabilidad del material y u, =(1+y,) (6.88) es la

permeabilidad relativa. Analogamente al caso de los dieléctricos, en los medios
magnetizados se tiene:
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o B=[u]H yB noesparaleloa H = no lineal anisétropo

B=[x(r)]H, pero B| H = no lineal isotropo

|B[|= 2(r)|H|= lineal-isétropo

e B=pH, u=cte. = homogéneo

7.5 Clasificacion de los Materiales Magnéticos

Es comun realizar la siguiente clasificacion de los materiales magnéticos dependiendo del
valor pr.

Materiales magnéticos

No lineal
A 4 A 4 \ 4
Diamagnéticos Paramagnéticos Ferromagnéticos
Xm <0, <1 Xm >0,0, 21 X >0, 0 >>1

Figura 157. Clasificacion Materiales Magnéticos.

Los méas importantes son los ferromagnéticos y en general, y, es altamente dependiente de
la temperatura (alta t® = disminuye y, ).

La relacion especifica entre B y H depende de la T° y de la historia, por ello bajo
diferentes condiciones pu, puede variar de 50 a 600. En el capitulo 7 veremos aplicaciones
especificas de estos materiales.

De la ley de Amperé
{l:l ’ dr = Ienlazada' (689)

Luego se puede montar un experimento en que variamos H y medimos B (en el capitulo 7
veremos relaciones entre el campo magnético y el voltaje, que se usan para medir B). La
curva resultante es la curva de histéresis’ de la Figura 158.

” Significa retraso en griego
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Bmax —
Br B
/ < H

—/ ~~<_ Curva cuando material

“Dr
esta inicialmente no
magnetizado (densidad de
flujo permanente

Tanl |-

-1 -Bmax

Figura 158. Ciclo de Histéresis.

En la Figura 158 B, es el valor residual del campo aunque no haya corriente y Bmax: es el
valor de saturacion del campo
Valores tipicos de la permeabilidad para diferentes materiales se muestra en la siguiente
tabla.

Tabla 4. Permeabilidad Relativa de Algunos Materiales*

Material y2x
Diamagnéticos

Bismuto 0.999833
Mercurio 0.999968
Plata 0.9999736
Plomo 0.9999831
Cobre 0.9999906
Agua 0.9999912
Hidrdégeno (s.t.p.) ~1.0
Paramagnéticos

Oxigeno (s.t.p.) 0.999998
Aire 1.00000037
Aluminio 1.000021
Tungsteno 1.00008
Platino 1.0003
Manganeso 1.001
Ferromagnéticos

Cobalto 250
Niquel 600
Hierro Suave 5000
Hierro-Silicio 7000

*Estos valores son tipicos y pueden variar con respecto a otras publicaciones debido a que
existen muchas variedades de los distintos materiales.
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Propuesto. Considere un material ferromagnético de 2 cms de ancho con permeabilidad
relativa de ur=2.5.

Se ha medido el campo al interior del medio material igual a B = yi —x] . Se pide
determinara) J,b) J,,,c) M,d) K,, .

7.6 Condiciones de borde

Consideremos dos medios magneticos de permeabilidades £, y u, segin se muestraen la

Figura 159. Para considerar la situacion mas general, consideraremos que en el plano de
interfaz entre los medios existe una corriente superficial (que se interna en la hoja).

HIl

H 2T
Figura 159. Condiciones de Borde.

De las ecuaciones de Maxwell sabemos que

V-B=0= Biw =Bov < tHyy = 1,H,, (6.90)

Ah Ah Ah Ah
IN 5 H2N 7_ HZTAW+ H2N 74' HlN 7

Aw—H

I - . I
y para Ah—0 Hy;—H,; = A_\E/v ,  definiendo K =lim,, {A_\E/v} (6.92) como la

densidad de corriente superficial se obtiene:

Hy —Hy =K= By B

—2L =K (6.93)
H K

Usando estas condiciones de borde se puede demostrar que

@6, _ t4 (504
tand, u,
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EJEMPLO 39.
El plano x-y sirve de interfaz entre dos medios. EI medio 1 (z<0) se llena con un material
de permitividad p,=6 , y el medio 2 (z>0) se llena con un material con w=4. Si en la

interfaz hay una corriente superficial de 9001 5/ 1y B, =si +8k 2. Encuentre H, vy B,.
m

Ho

)
\

Figura 160. Aplicacion condiciones de borde.

R

Solucioén:
Imponiendo condiciones de borde para la componente normal del campo magnético
tenemos

BlN :BZN :>BlN :8|2:>B12 =8

Hy=22 = A, = 5+ 8k{mA}
M, A, m

ademas

Aplicando ahora la condicion para H tenemos
HlT - H2T =K

-3 -3
H, =2 107 [A}:an&m S0 9 xloa{é}
44ty m buy w1y A m

Como B, = H, = B, =6uH,

Por lo tanto, igualando componentes: B, = %HSQ nWo oy H, =
m2

9 ~ 8
I+

K DA
Ap, 6y, M
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7.7 Resumen Electrostatica y Magnetostatica

En resumen, para campos que no dependen del tiempo se cumplen las siguientes ecuaciones
de Maxwell:

(1) V-D = p, —> cargas estacionarias producen campo eléctrico

(2) V-B=0——> No existen cargas magnéticas
(3) VxE =0 —> Trabajo desarrollado por campo eléctrico es conservativo

(4) VxH=1J —— campo magnético “rota” en torno a corrientes

Los campos en la materia cumplen ademés con
D =¢E (6.95)
B = 1H (6.96)

La fuerza neta sobre una carga es

F=q(E+axB) (6.97)

Las ecuaciones anteriores se han deducido para campos estacionarios que s6lo dependen de
la posicion.

E=E(r)y B=B(r) (6.98)

En lo que resta del curso veremos que ocurre cuando los campos son dependientes del
tiempo, es decir, cuando E =E(t,F) y B=B(t,r).

228



7.8 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
Se tienen dos cables paralelos que llevan cada uno una corriente estable I, e 1,. Encuentre

la fuerza por unidad de largo entre los cables si la distancia que los separa es d. ¢La fuerza
atractiva o repulsiva?

Solucion: 2

L

]
Y
v

/ K
J
FiguraP.6.1.1

Debemos calcular la fuerza que ejerce cada una de las corrientes sobre la otra por separado
para después sumarlas.

Sabemos que la fuerza de un circuito sobre otro esta dado por

I'1dl x ( r 1)
i v
Escrito de otra forma:
F=[1dIxEB ()

Pero nos interesa la fuerza por unidad de largo, por lo que al resolver la integral anterior
nos queda

L
F =f IdIxB'(r)=L-1xB'(r) lo que buscamos es la fuerza por unidad de longitud, por lo
0

tanto, al dividir por L se obtiene la formula que utilizaremos en el problema para la fuerza
por unidad de largo.

= lflz =1, x§1(r)
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Donde If12 es la fuerza que ejerce por unidad de longitud el circuito uno sobre el circuito

encerrada

dos. Calculemos B (r) utilizando la ley circuital de Ampere ﬁfB dl = g,

Para r >a

ol
2rr

= B, 27r = I, > B, =
El campo sobre 12 resulta de evaluar en r =d, entonces:

5 _ Mol
=B, = -
=25 ()

Ahora, veamos la fuerza por unidad de largo que ejerce la corriente uno sobre la corriente
dos.

= Holy o oy Nl s
F,=Lkx=—==(—j)=—"2—=1i
=1 27rd( ) > d

De forma analoga calculamos If21 que corresponde a la fuerza por unidad de longitud que
ejerce la corriente dos sobre la corriente uno.

Para r>a

|
— B, 271 = |, = B, = =02
2rr

El campo sobre 11 resulta de evaluar en r =d, entonces:
= I, .
= B2 — /uo 2 J
2zd

Con esto la fuerza F,, queda dada por

= Moly o =il
F,, =1kx = i
2 27d ) 2rd

La fuerza que se origina es atractiva.
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PROBLEMA 2

2
Dado el vector potencial magnético A= —% k [Vlb} , calcular el flujo total para cruzar la

m
superficie. A
Z,k
Sm
®0
1 2 ;' [m]
Figura P.6.2.1
0<Z <5[m]
1< p<2[m]
0="/
Solucién:

Para encontrar el flujo primero encontraremos B para luego hacer y = _[ BLdS

B-vxA=-2Ry_ Ty
or

2
dS = drdz6
5 2 2|?
v =[ BuS=[Todrdzo =2 [ [ rdrdz =22 | 5= [wp]
s S 2 22:0[’:1 2 2 1 4
= |y =[]
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Otro método de resolucién:

y = ([ AT =y +y, +y3 +v,
L

3
—» pero A=Ak = Akl =0
t =y, ty, = j(l)zdz+i(2)2dz - Y54 20]
4 V=Y,TV, = 4d ) 2
1 1 15
>y =—2[-15]=2
— v 4[ ] 4
1 15
Figura P.6.2.2 - W_Z[Wb]
PROBLEMA 3

Si por el plano x-y circula una densidad superficial de corriente K = K, ] se pide obtener

H en todo el espacio.

A

Z,k

Y,

o

Solucion:

X! FiguraP.6.3.1

Utilizaremos la ley de Ampere, para ello nos damos una superficie de largo b y altura a que
sea atravesada por la densidad de corriente tal como se muestra en la figura.

11

A

z,k

 —
 — y
>

Figura P.6.3.2
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JIHT = 1 = Ky b
mFﬁﬁ|=2Hb

=H :ﬁ
2
Para encontrar la direccion, ocupamos la regla de la mano derecha, llegando a la siguiente
forma de H
= Hi z>0
~Hi z<0
— [ K20 z>0
=H-= N
-Ky,/2 1 z2<0

. - — 1—
También se puede escribir como H :EK -n donde n es el vector normal al plano.

PROBLEMA 4:

Se tiene una franja delgada de metal de ancho a y muy larga. La corriente total es I.
Calcular, por definicion, el campo magnético en el plano de la franja a una distancia b del

borde mas cercano.

Solucion:

>

v
:x{

+b

Figura P.6.34.1

Calculando el campo magnético por definicion:
Hy JU) (r—r)
BO) =[] = =

Jr-rf
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(%+b”+zk
r=yj+zk
J=Jk
dS =dzdy

Como la franja es delgada, es decir, despreciamos su espesor, podemos aproximar la
. : -
densidad de corriente por J =—k
a

ka«w2+b—y)h4z—zm)mdy
2t [@2+b-y )Y +@2-2)]"

§=_”°TT J«@Q+b—y)ytdyy2?
o[ (@2+b-y ) +(2-2)']

Usando el cambio de variable:

= (a/2 + b -y"tge
-dz' = (a/2 + b -y')sec’0dé

Con esto:

% % n2 2

B=ﬂ°‘] I.[ (a/2+b-y")"secd dey’f

A7 % x[(al2+b-y)’ +(al2+b-y')’ tan’ 9]

2 2

= 1hd 22 sec’d o

B= . J;L 5>d0dy’i
22

2(al2+b- y){lﬂan 0}

sec?

53 5 z
B:‘WJJJ €S04y = %Jj ! dy' | cosedoi
L @i2vo—y) @l2+b-y) 1
2 2 2 2

2

Bt inas2+b- y)|2|_“O In(L+ )i
27 b
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PROBLEMA 5:

Calcular el campo magnético producido por un cascaron cilindrico infinito de radio R por el
que circula una corriente uniforme J en la direccion del eje del cilindro. Se pide el campo
en todos los puntos, es decir, tanto dentro como fuera del cilindro.

N
-

=

pe)
—
—l

Figura P.6.5.1
Solucion:

Para >R

jH-df:JzﬂR
=
H2ar = J2/R

r r

leuO‘JRé
r

El campo magnético para r < R es nulo por la ley circuital de Ampere, debido a que la
corriente enlazada es nula (cilindro hueco)
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PROBLEMA 6:

Se tiene una particula de masa m y carga g que se mueve en un campo magnético uniforme
B. Demostrar que el movimiento mas general de la particula describe una hélice, cuya

seccion transversal es una circunferencia de radio R = quB , donde v es la componente

de la velocidad de la particula que es perpendicular a B.

Solucion:

dt dt dt
Entonces, se obtienen las ecuaciones:
dv,
dt

o dV 2 n o 2 n n
m[%l +—yj+%kj:q(vxl +V, | +vzk)>< Bk

Ec,:m

=By,

Ec 'mdvy— Bv
2 dt_ q X

dv
Ec,:m—%=0=v, =cte.
dt
Derivando la ec. 1 con respecto al tiempo, y reemplazando Ec, :
d?v, dv d?v qB

2
m—*=qB—X = —*+k’, =0, dondek®=| —
dt dt dt m

La forma general de solucion para esta ecuacion es:

v, = Acos(kt) + Bsin(kt) = dthx = —Ak sin(kt) + Bk cos(kt)

dvtx = kvy, luego:

pero de la Ec, se ve que
v, =—Asin(kt) + B cos(kt)

Por otra parte, se tenia que v, =cte, luego el movimiento de la particula segun el plano x-y

es descrito por comportamientos sinusoidales, mientras que segun el plano z el movimiento
es constante, Entonces es posible concluir que el movimiento descrito por la particula es
una helice, donde el plano x-y puede tener en general, una inclinacion en un [J o con
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respecto a la horizontal. De esta manera es posible ver que la velocidad de la particula se
puede expresar como V, =V, +V,.

Luego, sea:
V, =[9,] =V, sina +v, cosa}
%,_/ %,_/

[ v

VI +V, ]

[7.]=

Como es sabido, la posicion de la particula se obtiene trivialmente por medio de la
integracion de la velocidad:

x = [v,dt = [(Acos(kt) + Bsin(kt))dt = % sin(kt) — %cos(kt) +cte,
y= J.vydt = % cos(kt) + I%sin(kt) +cte,

Sin pérdida de generalidad: cte, =cte, =0
Ademas, la posicién de la particula esta dada por:

R=x2+y? = V?h
De donde se obtiene lo que se quiere demostrar:

_ v,
gB

PROBLEMA 7:

Demostrar que la fuerza entre alambres paralelos que conducen corrientes de intensidad I1 e

l2 , ambas en la misma direccion segtn 1, es atractiva. Si los dos alambres paralelos son
muy largos y estan separados por una distancia a, hallar la fuerza magnética sobre el
segmento dl2 del alambre 2.

1]

: .1

/

Figura P.6.7.1
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Solucion:
El campo magnético producido por un alambre infinito es:

)

27r

La Fuerza de (1) sobre (2) esta dado por:

= S = Mhly e
dF,, = I dxi x22L(—k) = dF,, =212 dx
an e 27za( ) 2 2ra J

El sentido de la fuerza va segun |, es decir, hay atraccion siempre y cuando:
dF,, >0 1,1,>0

Entonces, existe atraccion en la medida que las corrientes por los alambre paralelos sean en
el mismo sentido, o habra repulsion cuando las corrientes circulantes sean de direcciones
opuestas.

PROBLEMA 8.

Considere una espira rectangular en presencia de un alambre infinito por el cual circula una
corriente I(t) = Iocos(vvt) (Considere que el alambre coincide con el eje z) segun se
muestra en la Figura P.6.8.1.

y® ............. - ———————— = e o am wm s ’X

Figura P.6.8.1
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A una distancia X (t)se ubica un circuito rectangular de lados a y b, el cual se encuentra
detenido y estatico. Se pide:
i.  Silaespiratiene una resistencia total R diga si hay corriente al interior de ella'y en
caso afirmativo, calcule su sentido y valor.
ii.  Determine el torque sobre el circuito rectangular
iii.  Suponga ahora que la corriente en el alambre infinito es lo, se pide determinar la
velocidad del circuito rectangular (0X /ot ) para generar la misma corriente
calculada en i).
Hint: Suponga que el campo generado por la corriente del circuito cuadrado es
despreciable frente al campo del alambre infinito.

Solucion:
)
fA-dr=1
H2Hf=|:>H= | —~B= Uol _ Uol
* 2[1r 2[1r 21Ix
<> con I(t)=locos(wt)
|
o (8005 [ - w12 0
Tyl ek 2l x
— ¢ = %1 1h(x 4 ) In(x)
I1
o= uolaln(x+bJ
211 X
Flujo externo
El voltaje inducido es: producto de la corriente inducida
— _% _ _i i _ d@xterno d¢interno
e= at = ™ [@xterno+¢mterno]— I: at + o

Despreciable por enunciado
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d (ula [x+bj
e=—— Inf ——
dt\ 211 X

Uola (x+bj wla 1 ()’(X—(X+b))‘(}
=>e=- In +
211 X 21T x+b 2

X
L X
| usawlssen(wt) In( X+ bj L la_x (— bxﬂ
i 2]1 X 211 x+b\ x?
o Uoawlosen(wt) In( X+ bj . Uolo cOS(Wt)abx
211 X 2[Tx(x+b)

_ Uoawlosen(wt) In( X+ bj . Uolo cOS(Wt)abx

2]IR X 2[TRx(x +b)

e=Rl ===
R

Si X:0:>I:Msen(wt)ln(ib) W:E —
2I1R X

Parat e [O%J

i)
E T | 1 !
— ‘ — —
£ 1] : 4 F I®T_!
r I
B
i ;
|E ‘I‘f
F=rFr=<F FIIF=7=0
iii) Si | loogm Uolo@ In(XerJ
211 X
e——%—— Uolod X (Xx—(x+b)>‘<)
~dt | 2I0 x+b X2
loUoabx loUoabx

e=—— > l=———
2[1(x+b)x 2] I(x+Db)xR
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Igualando esta corriente con la de la parte i)

luabx  uawly
2[1(x+b)xR 2R

_ X(x+Db)

==

sen(wt) In(XLXb)

wsen(wt) In(2=2)
X
L5 Notese que esta velocidad depende de x.
PROBLEMA 9.

Se dispone de un emisor radioactivo que emite particulas cargadas de diferente velocidad
en direccion horizontal, tal como se muestra en la Figura P.6.9.1

Cafién de | IZ
particulas
j—V E=—Eok B = —Bol t A
A J
I
I
Figura P.6.9.1

Para seleccionar las particulas en funcion de su velocidad, se construye un
sistema compuesto por dos placas conductoras, las cuales generan un campo eléctrico

E = —Eok. Ademas, en el mismo espacio se genera un campo magnético constante
B = —Bol . Ambos campos se suponen conocidos.

Suponiendo que la salida del cafién de particulas sélo tienen velocidades segtn |,y
despreciando el efecto de gravedad, se pide:

i.  Determinar la velocidad para la cual las particulas pasan inalteradas por el sistema,
independiente de su masa y carga (su velocidad se mantiene constante)
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ii.  Para velocidades menores a las calculadas en i) se pide determinar la razén entre
masa y carga de las particulas que logran pasar por el sistema de placas (no quedan
atrapadas en la placa inferior)

I)E = qVxB + qE
F =q(Xi + V] + ZK)X(=Bol ) + —qEok
F = gBoyk — qBozj — qEoK
F = (4Boy — GEok — qBoZ]
F =ma =m(xi + yj + 2K)
Igualando términos:

mxX =0

my = —qBoZ

mZ = qBoy — qEo

Si \7:cte:>é:0:>Z:O:O:qBoy—qu:y:Eo

o}

ii) Caso general:

My = —qBoz —28 5y = —qBoZ = 7 = _ET y
(gbo
/-q—Ei%n'z':qBoy—qu:m(_m V) = qBoy — Eo
m gBo
y=v i gBo ? . _quoEo
2 2
- q B;Eo _ y+(q80j y
m m
2 2
<:>Vy+(q80j Vy = g BEEO (1 puntO)
m m

2
Solucién homogénea: vy + (q—&)] w=0=w= Acos(q—B"tj + Bsen(q—B(’tj
m m m

. . E
Solucion particular: vy = cte = vy = E"

o]
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Vly = Vly homogenea+ Vyparticula

Eo

Bo

Solucion general: vy(t) = Acos(q—Botj+ Bsen(q ° j
m m

y(t) = A" gen By g cosf 9Bt |1 Eoy
gBo m gBo m Bo
w(t=0)= vo_A+§:>A Vo £

Condiciones iniciales: y(t=0)=0=B=0

Eo C]Bo Eo
Sowy(t Vo — — |COS t|+—
y( ) [ Boj ( m j-’- Bo

Para Vz:

. . m
my:—qBoz:>vz:—q y

posicién z = -h/2

= 2(t) =—E=—(vo—5j
: h/2 2 Bo
~ ~— —/ hqBo — oS QBO t*

| ( on m
2m( Vo — —
Bo

ot = M gogt| NGB
CIBO

Reemplazo en y(t) = y(t*) =1 = (vo _§j

[o]

sen[q—Bot*j+Et*
m 0

/
Razén

qBo

)

QBO *
m

)

el tiempo cuando las cargas llegan a la

m
COS(

CIBo
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— Ecuacion no lineal para m/q

PROBLEMA 10.

Una linea de transmision coaxial llena de un material con permitividad no lineal tiene un
conductor interno sélido de radio a y un conductor externo muy delgado de radio interior b,
tal como se ilustra en la Figura P.6.10.1.

Figura P.6.10.1

s
SIS LSS,
[«})

Si la curva de magnetizacion del material se puede aproximar por
B =1.6H /(1000 + H). Suponiendo que en el conductor interno circula una corriente lo
hacia la derecha y vuelve en la direccidn opuesta por el conductor externo, calcule el campo
magnético en todo el espacio.

Hint: Suponga que en el conductor interno la corriente se distribuye en forma
homogénea. Por su parte, suponga que el conductor externo no tiene grosor.

_ 16H
1000+ H

Para r<a:
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J :L: |enc:JHr2:_2

[1a? a
Ir?
J.HdlzlenCQH'ZHr:?
Ir » Uolr 4
H — B(r) = o
(r) 2[1a? (") 2[1a*
a<r<b:
|enc:|
IHd|=|encC>H‘2Hr:|
- | [N
= H(r)=——4¢
(") 2[1r
1.6H 1'6(2;1 ] 1.6l
Pero...leoo'O i : :1000.2 [
+ 1000+(j 2l
211r
l§(r): 1.61 o
1000-2[1r + 1
Para r>b:
|enc=O
IHdlzlenc:H'ZHrzo
=H-=0
=B=0
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7.8 Problemas Propuestos

PP.1
Se tiene un disco de radio R y densidad de carga o que gira con velocidad angular w.

Determinar el campo magnético en el eje de simetria.

A
w
=
S
i
Figura PP.6.1

PP. 2
Considere dos discos coaxiales de radios a y b respectivamente (b>a) separados por una
distancia h tal como lo ilustra la Figura P6.2. Suponga que h>>ab. Se pide calcular el

vector campo magnético en el eje z.

Figura PP6.2
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PP.3 Un motor de plasma es ideado para naves espaciales, el cual se construye con dos
rieles conductores entre los cuales se produce un campo magnético B, segun se muestra en
la Figura PP6.3.

. Flujo de
R!eles conductores Plasma
fijos
I /
— vV | . R
X X [X X X x Xx\yj X X |
X X I
X X XBX X X ,d
XXX X X X X XX Xx ;
1 ><><\, X X X X X X X
— M ~ [T f
Plasmade ” -+---------5- |
masa m L '
Figura PP6.3.

Una corriente de 1000 [A] fluye a través de dos rieles conductores, los cuales estan
comunicados mediante un pulso de plasma de masa m=10 kg, el cual puede moverse sin
perder su forma (conexion a ambos rieles) una distancia L=1m. Suponga que la distancia
entre los rieles es de d=30 cms y que el plasma tiene forma cilindrica.
Se pide:
a) Estime la fuerza sobre la columna de plasma,
b) Si una nave se equipa con este motor, calcule la velocidad de expulsidn del plasma
(extremo derecho en el dibujo),
c) Suponiendo que la nave esta en el espacio y gque pesa 5 tons, estime el aumento de
la velocidad que produce un disparo (una columna) del pulso de plasma.

PP.4 Se dispone de un circuito de forma rectangular por el cual circula una corriente
I=2[A], segun se muestra en la Figura PP6.4.

Figura PP6.4.
Se pide:
a) Calcule el campo magnético en el centro del circuito sia=2m y b=1m.
b) Si el conductor posee una conductividad g=6x107 [mho/m] y una seccion de 1mm2,
se pide calcular la potencia disipada en el conductor.
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CAPITULO 8. CAMPOS VARIABLES EN EL TIEMPO

‘ 8.1 LEY DE FARADAY-LENZ

Luego que Oersted descubriera que las corrientes estacionarias producen campos
magnéticos capaces de inducir fuerzas, en 1831 (11 afios después) Michael Faraday en
Londres y Joseph Henry en New York descubrieron que un campo variable en el tiempo
también producia corriente. En este capitulo estudiaremos este fenémeno.

8.1.1 Ley de Induccion
Consideremos una region del espacio Q en donde se tiene un campo magnético variable

B(t) . Supongamos que en esta region se dispone una espira cerrada de resistencia R (loop)
segun se muestra en la Figura 161.

Trayectoria I'(S) .1
(loop)

Figura 161. Induccion Magnética
El flujo ¢ enlazado por este circuito es
$=[[B-dS [Weber] (7.1)
S

donde B es el campo en el plano de la espira. El flujo se mide en Weber = Tesla x m?.
Notar que como B = B(t), entonces ¢ = ¢(t).

Se encuentra experimentalmente que aparece una corriente | dada por la expresion:
| = _99 1 (7.2)

ot R
donde R es la resistencia del conductor de la espira.

Por lo tanto, la expresion experimental de la Ley de Faraday Lenz se puede escribir como

_9¢ _
=R (7.3)
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Recordemos que para una espira de resistencia R y corriente 1, como la mostrada en la
Figura 162, se cumple & = RI, donde & es una FEM o fuente que mantiene la diferencia de
potencial entre los puntos Ay B.

T |

B A

-E+
Figura 162. Induccion Magnética

De las expresiones anteriores podemos concluir entonces que un campo magnético variable
genera o induce un FEM dada por la expresion

p =—2t—¢ (7.4)

Esta es la Ley de induccion de Faraday-Lenz.

Asi, para (Zt("j >0 la corriente girara en sentido contrario a la trayectoria I'(S). Es decir, si

B(t) es creciente en el tiempo, entonces la corriente inducida en la espira genera un campo

de sentido opuesto a I§(t). Llamando B, al campo generado por esta corriente tenemos la
situacion de la Figura 163.

~ |

o) a4
p—
B,
.t

Figura 163. Sentido de la Induccion Magnética para flujo creciente

Inversamente, para o < 0 la corriente seguira el sentido de I'(S). Esquematicamente:

ot
o0 4 g,
—
t
> [

—

249



Figura 164. Sentido de la Induccién Magnética para flujo decreciente

Notar que el campo magnético total en el plano de la espira E?(t) es el resultante del

producido por la corriente en la espira B, mas el externo B, es decir, B(t)=B, +B, . Este
es el campo resultante usado en la ecuacion de la Ley de Induccién.

g=—2t_¢ donde ¢=jsj[§e(t)+|§, (t)]-ds‘zjsjé(t)-ds‘

En estricto rigor la ley de Faraday-Lenz relaciona la FEM inducida con la variacion
temporal del flujo ¢(t). En la practica se encuentra que ¢(t) puede tener dos causas:

a) Originado por un campo variable: o(t) = H B(t)-dS (7.5)
S
b) Originado por area variable s(t): o(t) = ﬂ B-dS (7.6)
S(t)
Veremos a continuacion un par de ejemplos de estos dos casos.
EJEMPLO 40.

Considere el circuito de la Figura 165, el cual ilustra un toroide con dos bobinas.

Figura 165. Induccion en Toroide.

El Toroide se compone de un material ferromagnético de permeabilidad u=500p, y seccién
uniforme A=10°m?. Las dimensiones del Toroide son a=8 cm, b=12 cm.

Suponiendo que las lineas de campo magnetico al interior del Toroide son circulos
conceéntricos y que su valor puede suponerse constante en toda la seccion. Se pide:

a) determine el valor de H en el punto medio del Toroide
b) determine el flujo enlazado por una espira del circuito 2
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c) determine la FEM inducida entre los puntos Ay B
d) evalue el valor de la FEM si 11(t)=3sin100zt , N;=200 vueltas , N,=100 vueltas.

Sol:

So

I

X1

Trayectoria Cz

e Trayectoria C;

Figura 166. Ley de Ampere en Toroide.

a) Por la ley circuital de Ampere tenemos (la bobina del lado derecho no tiene
corriente)

§ H- dr = Ienlazada
g,

Nos dicen que el campo es concéntrico, luego de B = x#H podemos suponer que
H=Hg

Por su parte, la corriente entra en el plano del papel, es decir: 1,,.,.4.=—N;1,.
Reemplazando en la Ley circuital de ampere tenemos

=TrH(r)2z =-N,I,
= H(r) _ N P
2rr
y en el punto medio
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Nlll
z(a+b)

A= P

b) El flujo a través de S es ¢ = ﬂ B-dS
S2

Para el campo tenemos B = xH = - AN,y o
z(a+b)

El elemento de area perpendicular al campo es dS = dS¢

_ uN LA
== z(a+b)

c) LaFEM total inducida es eéAB=N2¢2 donde €2 es la FEM inducida en una espira.
El sentido de la FEM se muestra en la Figura 167.

Figura 167. Sentido FEM

La FEM inducida en cada espira es e, = _9¢

= g, = ANA O
= 2(a+b) ot

_ iN;N,A I,
T = avb) ot

d) La corriente es variable en el tiempo, luego

% =3x1007c0s100xt = 3007 cos100xzt

. _500x (47 %107 )x 200x100x10~° x 3007 cos1007t
e 7(8+12)x1072

. €,y =67c05(100721)[V]
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EJEMPLO 41.
Consideremos una region del espacio con un campo magnético constante B =0.05i o/ mZ].
Se tiene una espira cuadrada girando en torno al eje z a 50 vueltas por segundo, segun se
muestra en la figura. Se pide:
I.  Calcular la FEM inducida en la espira
ii.  Calcular la corriente por la espira si se sabe que la resistencia total del conductor es
R=0.1[Q].

Suponga que en t=0 la espira esta en el plano yz.

Z,IZA B:BO

3cm=a <

—

Y,

Figura 168. FEM en circuito movil.

Solucién:
a) Calculemos el flujo enlazado por la espira

dS =dS¢ = dS(—smgm +005(pj) ds=dzdr

$= H Byf - dS(—singi +cosgf )= [ [ (

¢ =—B,absing

ot—

b
j B,sing)dzdr
0

pero
P =Wt+g, =21t + ¢,

-, §(t) = —abB,sin(27ft + ¢,)

==r —% = 27 fabB, cos(27 ft+¢,) en el sentido de la trayectoria (c)
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en t=0, o=n/2 luego reemplazando valores se tiene:

& =2 x50x0.03% 0.04 x 0.05c0s(100t + 77/2)

& =67 x107°cos(1007t + z/2)V]

b)
-3
= % = % cos(1007t + 77/2) = 672 x 1072 cos(100zt + /2 A]
.1 =0.067cos(1007t + /2] A]

o(t)

—6x10°

Figura 169. Flujo sinusoidal.

Este es el principio de funcionamiento de un generador eléctrico de corriente alterna.
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8.1.2 Modificacion 32 Ecuacion de Maxwell

Dado que un campo magnético variable es capaz de generar una fuerza eletromotriz,
entonces produce también un campo eléctrico. En efecto, de la Ley de Faraday-Lenz
tenemos que

g:_% ¢:J.J.Bd§
ot donde s
pero la FEM es
e=|E-dl

_ O rre =
:(_C[)E-dlz—ajsjB-dS (7.7)

y aplicando la identidad (T. de Stokes)

jEdT:ﬂvxE-ds‘ (7.8)

(c) S

:,jsjw@.ds‘:_ggg.ds* (7.9

Si consideramos superficies estacionarias

[[vx E-ds‘=—ﬂ(a—§]-ds‘ (7.10)
S S 6t
como S es cualquiera:

= VxE= —%3 (7.11) 32 ecuacion de Maxwell

Es decir el campo “rota” en torno a las variaciones del campo magnético.

Figura 170. Modificacion tercera ley de Maxwell.
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Notar que ahora V X E#0, es decir, cuando se tienen campos que varian en el tiempo el
campo eléctrico, y en consecuencia la fuerza eléctrica, no es conservativo.
Recordando que B =V <A 3 partir de la 3¢ ecuacién de Maxwell tenemos
_ - A
= VxE =—§(VX A):—an— (7.12)
ot ot

:VX[EJF%AJ:o (7.13)

4 Vx(WV)

Aprovechando la identida =0 definimos

E +% =-VV (7.14)
ot
con V(r,1) potencial eléctrico. Luego podemos expresar el campo eléctrico como

Origen electrostatico

_
E-_wv-%A
ot
—_—

Debido a campo magnético
variable en el tiempo

Asi, el campo eléctrico tiene dos fuentes, una electrostatica a través del potencial eléctrico y
otra de induccion, debida a la variacion temporal del campo magnético. Notar que si no hay
variaciones en el tiempo se recobra el campo conservativo visto en electrostatica.

Propuesto

Una barra conductora se desplaza con velocidad U sobre dos rieles conductores segin se
muestra en la Figura 171.

u
A - ——

@ ©®© O ©
@ 8@ ¢ ©

C D Y

Figura 171. FEM por flujo y circuito variable.

Entre las barras existe un campo magnético B =0.004cos (10%){%}. Se pide calcular la
m

Fem en el circuito ABCD.
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8.1.3 Inductancia Propia

Para un circuito eléctrico cualquiera es posible encontrar una relacién entre la corriente que
circula por él y el flujo enlazado, la cual es independiente del valor de ambas variables.
Este parametro es de gran importancia practica en el estudio de circuitos eléctricos.
Consideremos el circuito de la Figura 172.

Al 4

Figura 172.Inductancia propia.

Supongamos que el campo magnético se debe sélo a la corriente | que circula por el
circuito. Entonces, por definicidn el campo magnético tiene la forma

5[ ldl'x(F — ')

(7.14)
par Jr—rf
y por lo tanto el flujo enlazado es
I ldi'<(F—r)|
d=[[Beds=[[| [Lo 2T 1eqs (7.15)
g I var e —r|°
y tomando la razon entre ¢ e | tenemos
ﬂ|§0d§ -
b e s
S T

(7.16)

Notemos que esta expresion NO depende de la corriente ni del flujo, sino que sélo depende
de la geometria del sistema. Se define este cuociente como Inductancia propia (designada
por la letra L) y es un parametro muy usado para describir los circuitos eléctricos.

L:? (7.17)
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Sus unidades son Wb/A, la cual tiene el nombre de Henry [H].
EJEMPLO 42.

Considere el circuito de la Figura 173. Se pide determinar la inductancia propia del circuito
del lado izquierdo.

Figura 173. Inductancia propia de Toroide.

El Toroide se compone de un material ferromagnético de permeabilidad p=500p, y seccion
uniforme A=10°m?. Las dimensiones del Toroide son a=8 cm, b=12 cm. Se pide
determinar la inductancia propia del circuito.

Sol:

En el EJEMPLO 40. habiamos determinado el campo magnético en el punto medio del
toroide, el cual supusimos constante en toda la seccidn transversal (S). La expresion de
campo magnético es:
B—_ AN, 1y
z(a+Db)

2

el flujoes ¢ = .[J' B-dS . Para el circuito de la corriente 15, el elemento de area perpendicular
S

al campo es dS = —dS¢. Por ello el flujo enlazado por este circuito es

uN LA

z(a+h)’

De esta expresion resulta en forma directa la expresion de la inductancia propia
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8.1.4 Inductancia de Conjunto de Circuitos

Por extension, para un sistema de n circuitos, se definen inductancias mutuas.
Consideremos n circuitos como en la Figura 174.

— —_— In

|1 |2
Figura 174. Inductancia mutua.

Sea ¢, el flujo magnético que atraviesa el circuito j debido a la corriente que circula por el
circuito k. Se define la Inductancia mutua entre el circuito j y el k como

ij:? (7.18)
k
Donde Iy es la corriente en el circuito k (que produce el flujo ¢, ).

EJEMPLO 43.
Considere el circuito del EJEMPLO 42. Se pide determinar la inductancia mutua entre el
circuito 1y el circuito 2 (del lado derecho).

Seccion S

Figura 175. Inductancia propia de Toroide.

Sol:
En este caso calculamos el flujo enlazado por el circuito de la derecha, cuando el elemento
que produce el campo es la corriente que circula por el circuito 1 (15(t)).

En el ejemplo anterior vimos que el campo producido por I, es B, = —‘(IN—lllb)gb. El flujo
mla+

enlazado por el circuito del lado derecho es ¢21:H Bl'd§, que en este caso es
S

_ AN LA . Luego la inductancia mutuaes L,, = Ponon _ No =—ﬂN2N1A.
z(a+b) l, I z(a+b)

Po1 =
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8.1.5 Inductancia en Sistemas Distribuidos

La inductancia es un parametro usado para caracterizar el comportamiento eléctrico de las
lineas de transmision usadas ya sea para transportar energia o informacién. En esta seccion
calcularemos la inductancia propia por unidad de largo de una linea de alta tension tipica.
Para ello consideraremos que la linea puede modelarse como un conductor de radio a 'y de
largo infinito, segun se muestra en la Figura 176.

— 0 )

Seccion A=na’

Figura 176. Conductor infinito
Para resolver este problema debemos hacer algunos supuestos bésicos:

e Supondremos que la corriente se devuelve a una distancia infinita del conductor

e Para calcular la inductancia separaremos el flujo enlazado en dos componentes, una
externa al conductor y otra interna a él. Dicho de otro modo separaremos el espacio
en dos zonas definidas por r<ay r>a.

e La corriente se distribuye en forma uniforme al interior del conductor, por ello la
densidad de corriente es J=I/A [A/m?]

Comenzaremos calculando la inductancia para r<a. En esta zona interna al conductor
tenemos una distribucion continua de corriente, por lo que debemos definir apropiadamente
el concepto de flujo enlazado. Para ello consideremos el elemento de largo unitario de la
Figura 177.

Figura 177. Elemento unitario

260



Dado que tenemos corriente distribuida comenzaremos definiendo el flujo enlazado por un
elemento de corriente dl segun se muestra en la Figura 178. Para tener una mejor
visualizacion del fendmeno, en la Figura 178 se muestra el detalle de la seccién transversal

del conductor

Figura 178. Corte transversal de elemento unitario

El flujo enlazado por el elemento de corriente dl se destaca por la superficie sombreada de
la Figura 178. Aplicando la Ley circuital de ampere para la trayectoria circular de radio r
de la Figura 178 se obtiene

fHedl =1, = 27rH=Jzr"=H-= Y,

ro

27a’
Luego el campo magnético es
P LY
27a’

y el flujo enlazado en la superficie de largo unitario definida por el plano que va desde el
radio r al radio a es

ﬂB o ds HZ;za r@odrdzH— #ol (a —r?%)

Este flujo corresponde al flujo interior al conductor que es enlazado por el elemento dl.
Como interesa caracterizar a todo el conductor, debemos obtener el valor medio de las
contribuciones de todos los elementos de corriente, el cual esta dado por

M =;Lj¢rd3=ﬂizﬁo LO4 2 ~(@* —r*)rdadr

d, R S ) (@ - r)rdedr = o J‘rj(a2 —r?)rdr

2di-0 Jo-0 g 792 27"
j - ol [(a® —r*yrar = £ (azrz_r“)a 4l a’
Yoot e 27’ 4 2" 4

r=0

I
Finalmente ¢, = L LN Ly = Ho
8 8
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8.2 CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO

La tercera ecuacion de Maxwell nos dice que

VxH=1J (7.19)
y tomando la divergencia a ambos lados tenemos
V- (VxH)=v.J (7.20)

Pero el lado izquierdo es una identidad matematica V-(Vx A):O V vector A. Luego esto
fuerza a que V-J =0, sin embargo, la ecuacién de continuidad vista anteriormente nos
dice que

v.5+ 0 (7.21)
ot

Tenemos por lo tanto una contradiccidn que debemos resolver.

Se encuentra experimentalmente que en una regién del espacio Q en donde no hay
corrientes pero se tiene un campo eléctrico variable en el tiempo se cumple

,_®

VxH 7.22
o (7.22)

. v . D > :
Asi, el término s debe sumarse a la 42 ecuacion, lo que conduce finalmente a:

vxh=3+2 (7.23)
ot

Esta es la 42 ecuacion de Maxwell.
., . oD . )
El término s se conoce como corriente de desplazamiento.

Notar que al tomar la divergencia de esta ecuacion reproducimos la ecuacién de

continuidad

P
——

v.(vxA)=v.5+ VP
ot (7.24)

:>O:V-J+a—p
ot
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EJEMPLO 44.
Se tiene un condensador de placas planas de area 5 cm? y separacion entre placas de 3mm.

Si se le aplica una divergencia de potencial de AV=50sin1000t[V] a las placas se pide:

a) calcular los campos E y D
b) calcular la corriente de desplazamiento
c) calcular la corriente que sale de la fuente

Solucion

3mm

l T gl L LT L L A 6‘:280

..............................

.............................

AV=50sin(1000t)[ V]

Figura 179. Corriente de desplazamiento.

a)
AV=50sin(1000t)[V]

£=2¢0

_ 50 . ~ 5 . N
El=AV = E = sin(1000t)i = = x10*sin(1000t)i[V /m
0.003 ( ) 3x ( NV/m]

5
>0 Ginaooot)i

D=¢E=2¢, §><104 sin(1000t)i =

b)luego la corriente de desplazamientoes J, = D

_ 10°x g,

=J, cos(1000t)i

8 -9 -1
_10 107 cos(1000t)i = 10
3 36x 108

cos(1000t)i
T

-3

RN 107 cos (1000t )i
T

263



dQ
| =— ero Q=CV
ot pero Q
| = av C=é£
dt
As

| ==-50x100000s(1000t)

5x10™* _ 107°
| = —-2-
3x10 367

-50-1000 cos(1000t)

10% x10° x107°
3x10° =367

| =5x107" x cos(1000t)

-1
| =5x107*- 10
1

cos(1000t)
087

-3

0 cos(1000t)
T

| z(5x10‘4)1

Notar que | = J A

| fisica con desplazamiento de electrones

+ | B S % & Corriente de desplazamiento
A \L \L \L Io }(no hay desplazamiento de

electrones
e e )

Figura 180.Corriente de desplazamiento en condensador.
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8.3. ENERGIA ELECTROMAGNETICA

8.3.1 Energia del Campo Electromagnético

Tomando el producto de las ecuaciones de Maxwell y campos tenemos

vxH=3+P /E.
ot
VXE:—@ /H -
ot
Con ello,

E-(VxH)=E.J+E.P
ot

A.(vxE)=-A.8

ot
Restando ambas ecuaciones
E-(vxH)-A-(vxE)-£-P.n.B,
ot ot

De las propiedades algebraicas sabemos que

E-J (7.25)
V(E H) (VXE)-H—(VXH)-E

V- (ExH)=-E. (‘Z?j H- (‘ijj E-J (7.26)

Ademas, D=¢E y B=xH, ysuponiendo medios homogéneos podemos escribir las
derivadas como

luego

e PipB_ e B n M e
B a
D B_ 1 AEE) 1A
a a2 M a

e D, B
ot ot

1 O(E-6E) 1 o(H-uH)

2 a2 a
c 2[: .08 _1 0(E-D) 1 HB) ;o

o 2 o 2

Reemplazando y ordenando

10
Ea(E D+H B)=

—vV-(ExH)-E-J (7.29)
Tomemos la integral sobre un

volumen ©Q muy grande
” —(E- D+H-B)dv:—jjjv-(ExH‘)dv—mE-Jdv (7.30)

Sabemos que |E|oc iz , !
r r

, ds cr?, luego si Q—o =
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m (ExH)dv = H )-dS — 0, y suponiendo que el espacio no varia con el

tiempo
= 2 [[[>(E-D+A-B)av + [[[E-Jav =0
oty 2 o

(7.31)
Esta expresion tiene la siguiente interpretacion:

H E-JdV es la potencia consumida por efecto joule, y
Q

e u= %(E -D+H- B) es la densidad de energia del sistema

electromagnético (energia por unidad de volumen).

En ausencia de pérdidas joule se cumple

u_—m (E-D+H-B)dV =cte (7.32)

En este caso 5_U:o, es decir la energia total del campo electromagnético (eléctrico y
ot

magnético) se conserva. Notar que si hay perdidas aat:< 0 , es decir, la energia disminuye

debido a la potencia disipada por efecto Joule.

Notar que para el caso en que sélo hay campos magnéticos E=D =0, por lo tanto la
energia queda

U:%_U;J'(H-E)dv (7.33)

Para el caso en que tenemos so6lo circuitos magnéticos, es comun considerar la siguiente
expresion de la energia en términos de la potencia:

t t
U =[P@)dt=[V®)I(t)dt (7.34)
t, t,
Por otra parte, de la ley de Faraday-Lenz sabemos que el voltaje V(t) es igual al voltaje

inducido, luego V (t) _%):dCD V (t)dt

¢
= j | (t)dd (7.35)
do
Pero si s6lo hay circuitos magnéticos, los podemos representar por inductancias. En este
caso, @ = Li y podemos representar la energia como
¢ 2 2
U :jgdd) Eg, 6 también U —l(lziu2 (7.36)
5 L 2 L 2L 2
8.3.2 Fuerza sobre Materiales Magnéticos
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Una aplicacion muy importante de la energia es la determinacion de la fuerza en circuitos
magnéticos.

La fuerza que realiza un dispositivo magnético es igual a la diferencia de energia que
produce el movimiento. Si llamamos F a la fuerza ejercida para provocar un
desplazamiento dl , entonces la variacion de energia es

—F.dl =dU (7.37)
Asi, una manera muy usada para determinar la fuerza es mediante la expresion:

_ du -
F=——-1 (7.38
T (7.38)

Donde [ es el vector unitario que indica la direccion de la fuerza (sentido del
desplazamiento).

EJEMPLO 45.
Consideremos la configuracion de la Figura 181. Calcular la fuerza sobre la barra
magnética. 3
+ | I -
NI
Material | Ll — B
ferromagnético
de seccion ... '
cuadradas > N !
it 1, a1
_____ é; S
Figura 181. Fuerza sobre barra magnética.
Solucién:

Supondremos que el campo magnético al interior del material ferromagnético es constante
(la misma suposicion realizada en el caso del Toroide), y que en la trayectoria ¢ sélo

tendremos campos constantes al interior del material (B,) y en el entrehierro (B, ).
Empleando la Ley Circuital de Ampere

§I:| -dl = Itotal
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iIl+i2x= I

H Ho
Donde I; es el largo medio del material ferromagnéetico. Si suponemos que g4, >> u, (en la
préctica la diferencia es del orden de 1000 en materiales ferromagnéticos), podemos
aproximar

total

_ MoNI

= B, o

Si la estructura que contiene el conductor se mantiene fija y solo permitimos que se mueva
la estructura horizontal una cantidad dx, la expresién de la fuerza es

—F.dxi =dU
Pero la variacion de energia sélo ocurre en el entrehierro, es decir, si llamamos

UZEB.H
2

a la densidad de energia electromagnética en cada entrehierro (energia por unidad de
volumen) entonces

—F -dl' = 2[udv]

Z[EB-H-S-dX}
2

Usando la expresion H = B y dI =dxi’ reemplazando se tiene

Hy
2
- =_2(B sj
21,

BZSF
2,

—F.dl =dU

F=-2

En términos de la variable de desplazamiento la fuerza es

(2X)* 2444

2
= :_,Uo(4N|2) Sf
X
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Asi, el sistema tiende a levantar la parte inferior del circuito magnético. Esta fuerza se
igualara a la fuerza de gravedad o al peso adicional que se desea levantar. Este es el
principio de funcionamiento de un electroiman.

EJEMPLO 46.
Un voltaje sinusoidal de 100 V (rms) y frecuencia 60 Hz es entregado al loop mostrado en

la Figura 182. El 4rea A de cada polo es 6.5x10~*m?. La resistencia del cable y la
reluctancia del acero seran ignoradas. ¢ Cual es el numero de vueltas requeridas por el
contacto para crear una fuerza promedio de 4.5 newtons?

Solucién:

. 1, . . .
Usaremos la expresion U = > Li® para representar la energia del sistema. Luego la

expresion de la fuerza es

; _8U(i,x)_£i2d7L
‘ OX 2 dx
. , A
Inductancia L=N"p—
2X
El voltaje aplicado es v =V cos ot
fe
R ) centro
[
R a
o AN r
< m
-
v’ v | S—>= N a
<_.__; d
<_.__; u
r
© a
(R -’

X e

Figura 182. Electroiman simplemente excitado

Si x es pequefio (i.e. X =0entonces ahi no hay fuerza electromagnética causada por el

movimiento) v = L% y corriente i = iLsina)t . De aqui en adelante e valor instantaneo de
!

la fuerza electromagnética sera
\7 2
f () = ———5——sinat
o N A
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La Unica variable es t y el valor promedio de sin’«t es 0.5. Por lo tanto el valor promedio
de la fuerza desarrollada es
V2
feav =
2N 2
200°N* 1, A
La substitucion de los datos dados en esta ecuacion entregara el nimero de vueltas N

requeridas, el cual es aproximadamente 4376. Notar que la fuerza es independiente de la
posicién. Esto es porque el flujo en las posiciones aéreas esta determinado por el voltaje

AC.
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8.4. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

Consideremos las ecuaciones de Maxwell

=__B
dt

vxH=J4+P
dt

Si suponemos que estamos en el espacio vacio se tiene

D=¢gE B=uH J=0
por lo que el sistema queda:
V-E=0
V-H=0
= oH
VXE =—p,—
x Ho dt
Vxlqzeoﬁ
dt

tomando el rotor en (7.41) se tiene

pero por (7.39)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

(7.42)

(7.43)
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por otro lado

y por (7.42)

_ _ -
:Vx@=g goﬁ zgog (7.44)
ot ot ot ot

luego
-
~V%E = _ﬂogoaat_E (7.45)

2

lo que podemaos escribir como:

(7.46)

Donde »° = 1,

Eq. (7.46) es una ecuacion de ondas con velocidad de propagacion u = 1 =c donde ces la
v
velocidad de la luz.
0°E, O°E, 0O°F, .
=—'+—+— encartesianas,
OX oy 0z

por ello la ecuacion ( 7.46 ) corresponde a tres ecuaciones (' una por cada componente) :

Recordar que V°E = V’E,i + V’E, j +V’Ek y V°E,

0°E,
V’E, —y? pe =0 (7.47)
0°E
VZE, —y° atzy =0
2
VIE, 52 aatEZ 0
cuya solucion general tiene la forma :
E, = E (w=ut) (7.48) W=X,Y,Z
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Estos campos corresponden entonces a una onda que se propaga con velocidad ™.

En forma analoga se encuentra que:

=
V2H -7 aatlj -0 (7.49)

Por lo tanto, E y H son campos que se propagan como ondas Viajeras a la velocidad

u =1=c (7.50)
Y

la cual corresponde a la velocidad de la luz.
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8.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
En la figura se muestra un Toroide delgado de seccion circular, el cual posee un enrollado
de N vueltas con una corriente lo. El alambre tiene una conductividad ¢ y diametro D. Para
este problema se pide determinar:

a) EIl campo magnético al interior del Toroide.

b) La inductancia equivalente L del enrollado.

c) Laresistencia equivalente R del enrollado.

Figura P.7.1.1

Solucion:
a) Toroide delgado = lo podemos “estirar” =

o |

- l b-a_ . .
/ // & # ---- b-a -- T —— = Radio
/ % |

ﬂ[(anb\ N aLb: Radio Medio
2

A
a
QD
N |+
O
N—
-_vy
A
N
N—,
A
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CB.: B, =B, (Normal)=|uH,=uH, (2)

2 H

2 U
1),(2)= [H,=NlI,- : H,=NI,- .
0= =M, N AW

7-(a+b) 1 +u,
Que son los campos magnéticos al interior del Toroide.

b) Necesitamos la energia magnética almacenada total.

W, =W, +W, «—— Volumen —»
212 2 Y
W= gy ta N s Z.E.(b a) ,,(a_ﬂ
2 v 2 (a+b) (ﬂ1+ﬂ2) 2 2
212 2 _ 2
W= be [nz.ay=te AN m Z.ﬁ.(b aj ,,(a_wj
2 v, 2 7Z'(a+b) (ﬂ1+ﬂ2) 2 2

Wt NFIG(b-a)”  u-pf  NPIG-(b-a)
" (,U1+ﬂz)2 4-(a+b) (ﬂ1+ﬂ2)2 4-(a+b)
:Nzlg.(b—a)Z. w1

4-(a+b)  (m+u,) 2 °

Ll N(b-a) g
2-(a+b) (w4 +u,)

¢) Una aproximacion = R=£- Iargo
o seccion
largo b—a
99 57278 4 (b-a)
vuelta 2

2 4

b—aj2 _z(b-a)

“[largo=N-z-(b-a)| vy Seccion:n-(

_1 Nz-(b-a) 4N

“R=s z-(b-a)’  o-(b-a)

PROBLEMA 2

El electroiman mostrado en la figura 7.2.1 es excitado por 2 fuentes de corrientes idénticas.
Encuentre la fuerza de atraccion entre los polos en términos de la corriente 1 y la geometria.
Si la corriente fuera invertida en uno de los lados, ¢cual sera la fuerza entre los polos?

Solucién:

275



Considere que el sistema sera lineal suponiendo que la reluctancia del acero es
despreciable. Fuerza electromagnética
oW, 1 ,dRr_ 1 zd[ 2X j

f, = S =20 -
HoWd

¢ OX 2" dx 2" dx

e
-
:

v

i
ik
m\%

H—>00

Profundidad central = d

FiguraP.7.2.1
Entonces
f,=— ¢’
’ HoWd
De la ley circuital de Ampere y las direcciones de los mmfs H - 2x = 2NI.
Pero H = B__¢
Mo HoWd
Con lo cual ¢:MNI
X
N2 ?
Consecuentemente f, = —%
X

El signo negativo indica que es una fuerza de atraccion.
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PROBLEMA 3
Un cable coaxial tiene un dieléctrico con &, =4 el conductor interno tiene un radio de 1Imm

y el radio interno del conductor externo es de 5mm. Determine la corriente de
desplazamiento entre los dos conductores por metros de longitud de cable para un voltaje

aplicado V =100cos(127 x10°t)[V].
2rel

In(%/%)

Hint: Considere C =
Solucion:

Ocupando la indicacion tenemos:

_ 27g,.8)
~In(5)
C 27(4)-8,854107" .
1 In(5)
c_ 1,38261107% F}
| m

Ahora, ya con la expresion para la capacidad, ocupamos la siguiente expresion para la
corriente.

I, Cadv(t i :
I_d = T% =—(1,3810)(127(10°)-100sin (127110°t)
Yy _ 0 520sin (12;;[10%)[5}
| m
PROBLEMA 4.

Se tiene un electroiman formado por dos piezas de fierro, ambas de permeabilidad p

(w >> pp). En la pieza (1) se enrolla un a bobina de N; vueltas por donde circula una
corriente 1; en la pieza (2) se enrolla una bobina de N, vueltas por donde circula una
corriente I,. Ambos enrollados son tales que tienden a producir flujo ascendente en sus
respectivas piernas, de modo que tienden también a contrarrestarse. También se sabe que la
seccion de las dos piernas es A.
Determinar:

a) Reluctancia y circuito magnético equivalente

b) Flujo magnético @ por el circuito

¢) Inductancias propias y mutuas

d) Energia del sistema

e) Fuerza sobre la pieza movil.
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{‘_/7
— '
i > A Nl
Nl A N
N [ -
150| N N2y R
1 \_/ ¥-/ |2
+— N — >
| L1
! 2d I XI a 1
Figura P.7.3.1
Lo primero que se quiere hacer es encontrar el campo
magnético en todo el material. Para esto se tiene que T !
dar un camino por el cual se va a integrar. El camino :
elegido es el que pasa por la mitad del material. ;
Ry ———— ]
se tiene:

enlazada

A partir de la definicion de la intensidad de campo §H dl =1
4

th—N[b:Hf%h+h2d+HwX+H[%+H[%i

+Hf%+ny+Hfm

Por condiciones de borde B; = By = B, = B. Ya que las componentes normales se

conservan. Entonces:

u-H =p,-Hy=pu-H,
Asi la expresion de la corriente enlazada queda:

Nl'll_NZ'Iz:Z'X'H0+H1'(%+%+%J+H2-[za;gdj

= Nl'll_Nz'IZ:Z.X'H0+H1'%+H2-[2a+3dj

2
:>Nl-ll—N2.|2:2.)(.|_|0+|_|1.M'd—"'2"Jl
= Nl'll_NZ'IZ :E-Z-X+E.(14d+2a)
Ho 2un
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Ahora, se calcula el flujo enlazado en el circuito. Esto se hace con la expresion:

¢:ﬂéu§
S
Se sabe el campo es constante aproximadamente constante al interior del material, entonces
puede salir de la integral, luego:

ad
A

Se reemplaza en la ecuacion que se tenia anteriormente, para poder calcular las reluctancias
y asi poder ver el circuito magnético:

2X 7d +a
Ni- 1 =N, -1, =¢- +¢
A- 1y A-u
El valor de las dos reluctancias es R, = 2X yR,= rd e
g Au

Las reluctancias estan conectadas en serie, por lo que se suman para obtener la reluctancia
equivalente:

2% pu+Td -y +a-
A g

R

€q

Y el circuito magnético equivalente nos queda de la siguiente forma:

i
R

Rz
|+

Lo unico que falta por saber en ese circuito es el valor del flujo, se puede despejar y se
obtiene:
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Nl'll_Nz'Iz

2X 7d +a
+

Apy  A-p

o=

Las inductancias se pueden calcular a partir de la siguiente expresion:
L = Ni '¢ij

ij |
i

La expresion anterior entrega la inductancia que produce lj enlazado por la bobina i.

Para calcular la inductancia se tiene que activar solo una corriente. Entonces, para calcular
la inductancia que produce I; enlazado por la bobina 1:

L :N1'¢11:&_ N, -1y _ N12

H | 2x 7d+a 2x 7d+a
1 + +

Aty  Ap Apy Ap

I

Para Ly, se tiene que considerar que la corriente en la bobina de la pieza mavil del
transformador va en sentido contrario a I;, entonces para obtener las inductancias hay que
considerar el signo positivo, 0 nos saldrian negativas y L,; saldria distinto a L.

Ahora, para L,, se hace lo mismo, pero se activa 1, y desactiva ly:

L o_Ned Ny Nyl N,
22 2x T7d+a 2X +7d+a

+
Ay Ap Apy Ap

I, I,

Sabemos que Ly = Ly, pero sacar por separado:

L :N1'¢12:m' N, -1, _ N;-N,
12 2X +7d+a 2X +7d+a

Apg Ap Apy Ap

I, I,

_N2'¢21_&' N1'|1 _ Nl'Nz
2X 7d +a 2X 7d +a
+ +
Apg Ap Apy Ap

Il Il

Se observa que las inductancias mutuas dieron iguales.

Ahora se quiere conocer la energia magnetostatica almacenada del sistema. Para esto, se
utiliza la siguiente expresion:

280



E:%-L1 L2+M -l += L, 1,7
Reemplazando queda:
Ezl- N12'|12 +N1'N2’|1’|2 +1 N22'|22
2 2X +7d+a 2X +7d+a 2  2X +7d+a
Apty  Ap Apy Ap Aty A-u

Se ordena un poco la expresion, para después poder derivarla y encontrar la fuerza que
actGa sobre la pieza movil. Para esto, se utiliza que x >> u,, asi las fracciones que tengan

u como denominador tienden a 0. Asi la energia queda de la forma:

N12'|12'A'ﬂ0 n Ny N, -1y -1, - A " sz'lz2 A p

E =
4x 2X 4x

Ahora, para saber la fuerza que se ejerce sobre la pieza movil, se deriva la expresion de la
energia respecto a x:

du

F=—t"

dx

Al reemplazar queda:

F= dE _E(le'llz'A'Ho n N Nyl Al " N22'|22'A'Hoj

Tdx dx 4x 2X 4x
- N12'|12'A'Ho_i i}rNl'NZ'Il'Iz'A'HO.i[lj+sz'lzz'A'“O.i(l
4 dx \ x 2 dx \ x 4 dx \ x
F:__g- N12'|12'A'u0+N1'N2'|1'|2'A'“0+N22'|22'A'H0
X 4 2 4
F:_A'po N2 12+2-N-N, - 1L, + N2 12
2x? 2
2
Fo_ Al (N; -l +N, 1)
2x? 2

A’Ho'(Nl'Il"'Nz'lz)zi

F=-—
4x?

| 8.5 Problemas Propuestos
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PROBLEMA 1
Por la bobina infinitamente larga de la figura circula una corriente 1(t) =at. En el exterior

de la bobina a una distancia r(t) del eje hay un electrén con velocidad V(t). Se pide
encontrar la fuerza que actta sobre el electron en un instante arbitrario.

} 4
‘ﬂﬂ NN NN
J

1(0)

Figura PP.7.1

PROBLEMA 2
Un capacitor con aire como dieléctrico tiene placas que miden cada una de ellas 1cm? de
area y estan separadas a 0.1mm de distancia. Encuentre la corriente de desplazamiento para

un voltaje aplicado de 100sin(r-10°t)[V].
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CAPITULO 9. CORRIENTE ALTERNA

\ 9.1 Elementos circuitos RLC

Hasta el momento hemos visto tres elementos basicos de circuitos, resistencia,
condensadores e inductancias. La simbologia usada para designarlos se muestra a
continuacion:

= Resistencia

A B o " i—»f
— > >—e

Figura 183. Resistencia eléctrica.

La resistenciaesR = LA (8.1), y se cumple V =Ri (8.2), donde V =V, -V;.
g

= Condensador

; A
/ < o |L .
AO— ,,’ """"""""""""""" g \

w

e |
I

Figura 184. Condensador.

La capacidad es C = Z—A (8.3), y se cumple Q=CV (8.4), por ello la corriente es

(-4 _oav (8.5)
dt dt

= |nductancia

Area S b

& A QQQQ: B

Figura 185. Inductancia.
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Anélogamente, para la inductancia L = l;l—NFi (8.6), y se cumple ¢ =Li (8.7). Conello la
T

fem inducida es 22 =V,-V, =V = Lﬂ (8.8)
ot dt
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9.2 Circuitos RLC

Los elementos RLC pueden unirse y combinarse de muchas formas para formar circuitos.
Tomemos por ejemplo el caso de la Figura 186.

+ R1 - + Rz -
@ L 4
l |3 > ‘
+ 1 D)
N | C oL
Vo —— e AN Vi

Figura 186. Circuito RLC.

Las ecuaciones que describen las corrientes y voltajes son:

Vo =VR1 +Vc VRl = R1|1
Vc =VR2 +VL VR2:R2|2
dl
V. =Rl +V Vo =L—2
0 Rl 1 C L dt
dl d
VC =R2|2+Ld—tz / a
dv, dl d2 dv
=R, —2+4+L—2 |.=C—¢
dt 2 dt dt? 3 dt
I, -1, dl d?l dv
=R, —2+L—2 -1, =C—¢
C 2 dt dt o2 dt
dl
V.=RI,+RI, +L—2
0 11 22 dt
dl d?l dl
V0=R1{|2+R2Cd—terLC—dtzz}rRZI2+Ld—t2
dl, d2l,
=V, =(R +R,)l, +(RR,C + L)E+ RLC e

Esta es una ecuacion de segundo orden, por lo tanto se requieren 2 condiciones iniciales
para resolverla. Estas condiciones viene dadas por el voltaje inicial en el condensador y por

la corriente inicial en la inductancia.
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9.3 Corrientes alternas

Consideremos el siguiente circuito:

=V

V,, cos et 6> -

Figura 187. Circuito RC con fuente alterna.

En este circuito la fem o fuente de voltaje es sinusoidal. Las corrientes que se generaran en
estado estacionario también tendran forma sinusoidal (segun veremos), por ello a estos
circuitos se les denomina Circuitos de Corriente Alterna o CA.

Para el circuito de la figura las ecuaciones que lo describen son

Vy coswt = RI +V, I =IC=Cd(\]|1C
V,, coswt = RC dVe +V,
dt
Solucion Homogénea RC+D=0=D=-RC
Vew () = Ke ™
Solucion Particular Vo (t) = Vg, COS(WE + )

=V, @ Se determina reemplazando en (1)
=V, (t) = Ke ™" +V,,, cos(wt +¢)
V.(t=0)=0=K+V,,cosp=0

.. solucién de régimen permanente, cuando t—oo es de la forma
V. (t) =V, cos(wt +¢) (8.9)

Asi, es necesario resolver en general una ecuacién diferencial, cuyo orden depende del
numero de condensadores e inductancias que tenga el circuito. Sin embargo, debido a que
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las soluciones de régimen permanente son sinusoidales se recurre a una transformada para
simplificar los céalculos segun veremos a continuacion.

9.4 Transformada Fasorial

Se acostumbra usar una transformada fasorial sobre este tipo de funciones:

. 0 .
FIVe () = Ve AVe = F g, | =V, cos(wt + ) (8.10)
luego si aplicamos F a ambos lados de la ecuacion diferencial del circuito de la Figura 187

dv
cyv. L (8.11
gt C}( )

F{V,, coswt}= F{RC

se puede demostrar que F es lineal y biyectiva

d d
= F{RC ;/tc +vc}= RCF{ ;/tc}+ F{v. (0} (8.12)

pero F dVe } = F{V,, (-W)sin(wt + )}

—} = F{VCM (—w)cos(wt + ¢ — %)}

F{dVC } = WV, el

dt
iz
F —dvtc}——weZVCMe”’
dV. . i .

F 5t =—jwV.,e’” (8.13), luego la ecuacion queda
V, e’ = RGWV..+V,. =V, Vi (8.14)

e!” =RCjwV.+V, =V, =—M" .

l WYetVe = Ve =1 jwRe

Concepto de Impedancia
e pararesistencia

V=Rl = F({)=RF(I)

287



<o
Il
Py

e Para condensadores

dv,

lp=C—2C

¢ dt

dv,

F(l.)=CF| =<

(1c)-cF{ % |

o .0 1
lc=CwV, =>7Z=—+

jwC

e Para inductancias

V, = Li
dt

FIV. ]= LF[%}

V =Ljwl = Z=jwL
inductancia

= Z

>
—ol <o

=R (8.15)

Y
.

Figura 189. Representacion fasorial.

Asi, para el ejemplo visto anteriormente

R

1 < o +

”

Figura 190. Representacion fasorial.

0 0 0
V =V +V, (8.18) V, =R

1

0
V: R+_—

jwC

0 0
I

(8.19)

j‘f (8.20) V. = (8.21)

jwC
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@ =90° —tan"'wRC

0 0
) f_ \Y _jwCV
R+ .1 1+ jwRC
jwC

0 i 0 i V
=siV=Velo=| =—JV\{C
1+ jwRC

wClV |

= le' : | =
L+ (wre )]

i(t) = I cos(wt + )
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9.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1

En el circuito de la siguiente figura, el interruptor S1 ha estado abierto desde t = —oo hasta
t=0.
Se pide lo siguiente:

a) Calcular el voltaje V_ del condensador y la corriente |, para t <0.

b) En t=0 se cierra S1. Calcule las corrientes y tensiones en los distintos elementos
ent=0"yent=c0.

c) Sereemplaza la inductancia L por un interruptor S2. Suponga que ambos
interruptores han estado abiertos desde t =—oohasta t =0. En t =0 se cierra S1. En
t=t seabre S1. En t =t, se cierra S2, para abrirse en t =t,

d) Para t>t, se dejan ambos interruptores abiertos. Calcule el voltaje V,=V_(t) a
través del condensador.

R, L
% @ AL

C 1~ — R,

FiguraP.8.1.1

Solucion.

a) Esevidente que para t <0, V, =1, =0, ya que la fuente de voltaje ¢, estd
desconectada.

b) Para calcular las corrientes y voltajes en t =0" y t =0, basta observar que se
cumple lo siguiente:
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vy = R,

i —c
dt

di
v, =Lt
T dt

En t=0" se cumple :

Vv.(07)=0
i (07)=0

Lo que quiere decir que antes de cerrarse S1 no hay corriente por la inductancia, y el
condensador tiene voltaje nulo por no poder tomar carga. Entonces, por continuidad de

voltaje y corriente se observaqueen t=0":

v.(0")=0
i,(0")=0

Luego, se concluye que el circuito para t =0" se comporta como el siguiente:

Figura P.8.1.2

Como i, (07) =0, entonces debe cumplirse que i, (0") =0, ya que obviamente
las corrientes son las mismas para cualquier tiempo. Como la corriente por R, es cero,
la caida de tension v, (0") =0

Ademas, por leyes de voltaje de Kirchoff se cumple que :
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Vg, +V, =0, parat=0",=v, (0")=0

Finalmente, también de la figura se ve que:

VRl(O*)=80
i _&
ip, (07) R,

En t =00 sabemos que el circuito ha pasado por su periodo transiente, y esta en régimen
permanente; todas las corrientes y los voltajes deben ser constantes; esto dice de inmediato
que:

() =0
V () =0

Por lo tanto, el circuito se comporta como el siguiente:

Figura P.8.1.3

Luego,
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v oy, =l
* R+R,
VR — gORl
" R+R,

c) El circuito que interesa en este punto es:

FiguraP.8.1.4

Para —0<t<0,V, =0.
Para 0<t<t, al estar cerrado S1, la parte relevante del circuito es :

Wli

T

C

Figura P.8.1.5
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Luego,
& =Ri+V,

Derivando, y como i, =C d(;iC :

di dv
0=R —+—=
Rldt dt

di 0 . . the
=R —+—=i=ie /™
&m C 0

donde i, es la corriente en el instante inicial t=0; es facil ver que i, = EO pues:
1

V,(0)=V,(0)=0

Luego, para 0 <t <t se tiene que:
_t
mz%—mz%@feWJ

En t=t, se abre S2, abriéndose todo el circuito; luego no circula mas corriente y el voltaje
V,(t)) se mantiene durante todo el intervalo t, <t <t,.

En t=t, se cierra S2 y el condensador comienza a descargarse a través de R,. Luego, el
circuito relevante es el siguiente:

FiguraP.8.1.6

294



Aqui el condensador actta como fuente, luego se deducen las siguientes ecuaciones:

WZ%Z&L
Derivando:
dv, _ di i _R di

—_ ¢ —_— = — = —
dt dt “C %t

Luego;

t

t
it)=i(t,)e *° =V =Rji=V (t,)e *°t, <t<t,

En t=t, se abre S2, quedando el condensador desconectado; por lo tanto para t >t,, el
voltaje V_(t,) se mantiene.

Graficamente, V. (t) es aproximadamente:

1 Vc (t)

B e TR
g [

tl t2 tS
Figura P.8.1.7
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PROBLEMA 2

Calcular la potencia disipada en Watts por la resistencia R, del siguiente circuito:

220V (7 R, L,
50 Hz

O
\
/|

FiguraP.8.2.1

Datos:

R =1[0]

R, =3[Q]

R =2[Q]

C =795[ uF]
L, =3.18[mH
L, =6.36[mH |

Solucién:

La fuente de voltaje alterno produce un voltaje entre los puntos a-b que puede escribirse
como:

&(t) = g, cos(mt)
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Si se supone que el voltaje de la fuente son 220 volts efectivos, se ve que:
& = 2202 (Volts)
Ademas:

o = 2750[ radseg™ |

La potencia disipada por la resistencia R, que se pide calcular, es el valor medio de esta,
cuyo valor esta dado por:

1
I:)Disipada = <P(t)> = E RSIS

Donde |, es la amplitud de la corriente que circula por la resistencia.

La resolucion de problema se hard mediante fasores, recordando que las impedancias
asociadas a los distintos elementos del circuito son:

Resistencia: Z, =R
Inductancia: Z, = jolL
1

Condensador: Z, = ——
JoC

Luego, el circuito queda reducido a:

Figura P.8.2.2
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Donde las impedancias respectivas son:

Z, =1+]
Z,=3-4j
Z,=2+2]
Ademas:

=&, =2202

Las ecuaciones para las corrientes, dadas por la leyes de Kirchoff, son:

0=—g,+(1+ ), +(+2))I,
0=0B-4))l,-(2+2j)I,
0=1I,-1I,-1,

Cuya resolucion para I, da:

. 34 . - 05
=g S AL 2 ]

Finalmente, la potencia disipada pedida es :

P

Disipada

=%RJQFz5ﬂMN]
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\ 9.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1

En el siguiente circuito, dados los valores de los distintos elementos, calcular las corrientes

L, 1el,
l, |.2
N, K
8] 6 -8
V1=100Z-60
@ V1=100,0 i @
’ 50Hz
50Hz v
PROBLEMA 2

En el circuito de la figura, calcule algebraicamente la corriente total entregada por la fuente,
y la corriente y el voltaje en cada rama del circuito:

RZ

52)Hz@ C o~ L § R —> L,
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Anexo A. Sitios Web de interés

1.- http://www.acienciasqgalilei.com/videos/3electricidad-mag.htm .

El sitio es de la ‘Academia de Ciencias Galilei y en la seccidn de videos de electromagnetismo contiene
alrededor de 74 videos, que fueron elaborados por el California Institute of Technology y estan doblados
al espafiol. Los videos son muy explicativos e interesantes.

2.- http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/index.html

Excelentes y explicativas imagenes, animaciones; ademas de aplicaciones y simulaciones en java
applets y shockwave. Ordenados en Campos Vectoriales, Electrostatica, Magnetostatica, Ley de Faraday
y Luz. Ademas de extensas guias (en inglés) sobre los temas del curso (Course Notes) y un Tour Guiado
(Guided Tour), ambas secciones con links a algunos de estos complementos. Desarrollada por el MIT, la
pagina es parte del proyecto TEAL (Technology Enabled Active Learning) utilizado en el curso de
Electricidad y Magnetismo de los mechones del MIT. La distribucion y aplicacion del material es libre con
propositos de educacion sin fines de lucro y poniéndolo en el conocimiento del MIT TEAL/Studio Physics
Proyect. Project Manager: Andrew McKinney. Material recomendable para exposicion en clase, aunque
las aplicaciones requieren de buenos recursos de sistema.

3.- (http://faraday.physics.utoronto.ca/Generallnterest/Harrison/Flash/)

Hay sélo 8 Flash de electricidad y magnetismo de un total de 91. El resto de los Flash tratan de Caos,
Mecanica Clasica, Micrémetro, Misceldneos, Mecanica Cuéntica, Relatividad, etc. Los Flash fueron
desarrollados por Davis M. Harrison del Departamento de Fisica de la Universidad de Toronto; tienen
copyright y estan bajo licencia Creative Commons.

4.- http://dfists.ua.es/experiencias de fisica/index1.html

Se encuentran en esta pagina 5 videos de electricidad y magnetismo, de 18 en total. Estos tratan de
interaccion entre imanes, el experimento de Oersted, acciones entre corrientes (Ampére), campo
magnético de un solenoide y de la ley de Faraday. El resto trata de como efectuar medidas con
instrumentos y otros experimentos de fisica. Son buenos videos. Fueron desarrollados por el
Departamento de Fisica de la Universidad de Alicante.

5.- http://newton.cnice.mecd.es/2bach/campmag/mag_bobina.htm?2&2

Applets de java que tratan de imanes, lineas de fuerza, inducciébn magnética, accion y creacion de
campos magnéticos y corriente alterna. La pagina pertenece al Ministerio de Educacién y Ciencia de
Espafia, y fue desarrollado (al parecer) por José Luis San Emeterio.

Otras:

6.- http://omega.ilce.edu.mx:3000/sites/ciencia/volumen3/ciencia3/112/htm/electr.htm
“Electromagnetismo: de la Ciencia a la Tecnologia” Interesante libro sobre el electromagnetismo, su
historia, evolucion y aplicaciones, escrito por Eliezer Braun. Forma parte de una coleccién virtual de
libros “La Ciencia Para Todos” desarrollada por ILCE (Instituto Latinoamericano de la Comunicacion
Educativa), que estd ordenada por materias: Astronomia, Biologia, Ciencias de la Tierra, Fisica,
Ingenieria, Matematica, Quimica y ‘Varia'.

7.- http://www.unizar.es/Ifnae/luzon/CDR3/electromagnetismo.htm

Applets sobre electromagnetismo, recopilados de Internet, con breves explicaciones acerca del
fendmeno en cuestion. Parte de la pagina personal de Gloria Luzén, profesora de la Universidad de
Zaragoza.

8.- http://lwww.sc.ehu.es/sbweb/fisica/elecmagnet/elecmagnet.htm
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http://www.acienciasgalilei.com/videos/3electricidad-mag.htm
http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/index.html
http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/teal_tour.htm
http://web.mit.edu/8.02t/www/802TEAL3D/teal_tour.htm
http://faraday.physics.utoronto.ca/GeneralInterest/Harrison/Flash/
http://dfists.ua.es/experiencias_de_fisica/index1.html
http://newton.cnice.mecd.es/2bach/campmag/mag_bobina.htm?2&2
http://omega.ilce.edu.mx:3000/sites/ciencia/volumen3/ciencia3/112/htm/electr.htm
http://www.unizar.es/lfnae/luzon/CDR3/electromagnetismo.htm
http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/elecmagnet/elecmagnet.htm

Extensos textos y desarrollos matematicos acerca del electromagnetismo con dibujos y algunos applets
como apoyo. Parte de la pagina “Fisica con Ordenador. Curso interactivo de Fisica en Internet’, del
profesor Angel Franco Garcia, de la Universidad del Pais Vasco.

9.- http://personales.upv.es/jquiles/prffi/indice.htm

Problemas resueltos de Campos, Electrostatica, Conductores y Dieléctricos, Electrocinética, Andlisis de
Redes, Semiconductores, Campo Magnético, y Corriente Alterna. Pagina de Isidro José Quiles Hoyo, de
la Universidad Politécnica de Valencia.

10.- http://www.licimep.org/Curso2007/Electromagnetismo/ProblemasResueltos.htm
Problemas resueltos del libro de Resnick y del libro de Murphy en formato pdf. Pagina dentro de la
pagina de la “Liga de Ciclismo de Montafa del Estado de Puebla” (;,? Ciclistas muy bien formados).

11.- http://www.fis.puc.cl/~fis1532/wquia07.htm

Diez guias de Electromagnetismo que tratan desde las leyes de Coulomb y Gauss hasta Induccion
Magnética, con dibujos como apoyo a los desarrollos. Ademas hay guias escaneadas de algun libro
antiguo. La pagina es del curso de Electricidad y Magnetismo del ler semestre del 2003 de la
Universidad Catolica.

12.- http://petra.euitio.uniovi.es/~acamba/teoria/

Hay contenidos desde Calculo Vectorial y Campos hasta Induccion Magnética y Corriente Alterna, en
formato pdf, con ejemplos desarrollados y dibujos. Es parte de la pagina del profesor Alfonso Camba
Menéndez de la Escuela Universitaria de Ingenieria Técnica Informatica de Oviedo, Espafa.

13.- http://www.portalplanetasedna.com.ar/magnetismo.htm

Articulo sobre el magnetismo terrestre, teorias sobre su origen, caracteristicas y variacion, apoyado con
1 dibujo. Fuente del articulo: Gran Enciclopedia Universal (Cap. 23). Parte del sitio argentino Planeta
Sedna.

14.- http://exa.unne.edu.ar/depar/areas/fisica/electymagne/TEORIA/examenes/indice.htm

Problemas resueltos de Oscilaciones y Ondas, Campo Eléctrico, Campo Magnético y Campos
dependientes del tiempo. Enunciados con dibujos, soluciones a mano y escaneadas. Preparada por el
profesor Arturo Busso de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura, Universidad
Nacional del Nordeste, Argentina.

15.- http://www.walter-fendt.de/ph14s/
Péagina del profesor aleman Walter Fendt. Sélo hay 9 applets de electrodindmica en la versién espafiola,
de un total de 13 en la version alemana.

16. http://phet.colorado.edu/new/simulations/sims.php?sim=Charges_and_Fields
Péagina con animaciones muy buenas de campos eléctricos y magnéticos, etc.
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Anexo B. Formulas usadas

Constantes en sistema MKS
&, =8.8541x10™2[F /m]
w, =47 =x107[H /m]

Férmulas

Formulas de divergencia y gradiente de campos vectoriales A y campos escalares V :

i) Coordenadas Cartesianas A= A i +A j+AK yV(xy,2):

2 2 2
Wy = Vis M5 Vg ZV(xy,z)—aV 8\£+6\2/
x oy ez oy oz
_ OA
veA=B, y+8AZ,
ox oy oz

_ (O0A, OA, \. . (OA ~
VxA=|—2L-——Lli+ oA _ A, ]+ P A k
oz oz oz  oX ox oy

ii) Coordenadas Cilindricas A=A p+Ad+AK y V(p,4,2):

av 1av 1o vy, 1 o oWV
vV z =7 —k vy )=——"| p— TR
(p:4.2) = " 8¢¢ oz (0.6:2) pap(papj p? op* oz’
_ oA,
VoAzli(pA )+ ! +aAZ :
pop " pop oz
~ oA oA, olph,) oA,
vxAo| LB R p+| —= _9A ¢+1 (p ) k.
p o0y oz oz 8p P\ Op 8¢

ii) Coordenadas Esféricas A=A F + Age + A ¢ yVv(r,0,¢):

ov . 1oV ; 1
VV (p,0, _—r 6+
(p.0.9) or r oo rsiné 8¢ ¢

VN (p,¢,7) = 16( 8Vj+ 1 i[siné’@—vj+ 1oV

2or Or) r?sin@ o6 06 ) r?sin®6o¢*’
_ oA
v.A:izi(rzAr) c —(A,sin@)+———",
r<or rsind oo rsin@ o¢
_ o\A,sing O\rA; )\ A n
vxho_ L [AAsng) oA 1 1 o arA)); 1(aA) oA
rsiné 00 o¢ r{sinéd o¢ or ry or 00
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