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P1. Una particula de masa m desliza con roce despreciable sobre la superficie interior de un cono
invertido como se indica en la figura. La generatriz del cono forma un angulo « con la direccion
vertical.

a) Escriba las ecuaciones de movimiento de la particula con respecto a un sistema fijo.

b) Determine la distancia radial py en la cuél la particula se mantiene en un movimiento circular
horizontal con rapidez vy.

¢) perturbe ligeramente el movimiento anterior en la direccion de la generatriz del cono y
determine el periodo de las pequenas oscilaciones que se generan, ya sea en la altura z sobre el
vértice del cono o en la distancia p al eje del mismo.

Solucién
a) Usando coordendas cilindricas tenemos

. 1d ... .
i=(p— pb)p+ ——(p*0)0 + 3k
a=(p—p )p+pdt(p )0+ %

las fuerzas involucradas son
5 F=N+mg= (Nsina —mg)k — N cos ap

por lo que las ecuaciones de movimiento de p, 8, y k son, respectivamente

m(p — ph?) = —N cos (1)
1d, .

g = 2

) =0 )

mz = Nsina —mg (3)

b) De (2) se tiene que
029 = cte = Pgéo = Povo

9(9) = (pOUO)%



Para el movimiento circular, debemos tener z = cte = z = 2 = 0, entonces

Nsina = mg (5)

ademas p = py = cte = p = p = 0. por lo que la ecuacién de movimiento de p queda como

N cosa = mp092

usando (4) y (5) se tiene

I = py(22
tan o 0 Po
Vg tan o
po = ~—r
g

¢) Busquemos una ecuacion de movimiento para p. Por geometria se tiene que

L_ tana = z = P
z tan o
reemplazando esto en (3) se tiene que
P
m = Nsina —mg (6)
tan o
(1) -sina+ (6) - cosa
. - .cos? a
m(p — pf”) sina + mp— = —mMg cos o
sin v
usando (4) se tiene que
L2 2
.., SIn” o + cos” 9 . 1
_ —_ = 7
) — () sina; = —geosa @

finalmente, la ecuacién de movimiento para p es

1
p — (povo)? sin? a— +gsinacosa =0
p

dado que tenemos un término no lineal, lo que haremos serd linealizar ese termino en torno al
radio de equilibro pg

11 3( 34
=~ =5 ——lp—p)=—5p+ 5
S ro PG

reemplazando lo anterior en la ecuacion de movimiento para p,

3(povo)? sin® a

1
Po

y vemos que se tiene la ecuacion del oscilador armonico, por lo que la frecuencia angular es,
usando el resultado de la parte b)

P+ p = constantes

2 (i2 2 (a2
9 vg sin” « :3g cos”

( )?

2 2
vy tan « vy

9



y finalmente, usando el resultado obtenido en la parte a)

. 27TUO
\/§g COS v

Otra forma alternativa de hacer este problema es con energia. En efecto

T

E= @pQ + %p292 + M2 +mgz

2 2
pero
P N 4
= z =
tan o tan o
y ademas
. 1
0 = (povo) —
2
por lo que reemplazando estos dos términos en la ecuacion de la energia se tiene
=T D)+ DL
2 2 0707 i T 2 tan2a | tana

m(povo)® 1 myg
2 p? tana

m
E = 5 csc? ap? +
luego, se tiene que el potencial efectivo es

m(povo)® 1 mg
Uers(p) = 2 E * tan o

lo que queremos es construir la ecuacion del oscilador desde la expresion de la energia mecanica.

Dado que la energia es constante, se tiene que 2 = 0, por lo que derivando temporalmente la

dt
expresion de la energia se tiene

OUeyy .
0 =mesc? app+ ffp
dp
10U,
= j+ LER)

mesc o dp

como se puede apreciar, esta ecuaciéon ain no toma la forma de la ecuacion diferencial de un
oscilador arménico: falta hacer aparecer un polinomio de orden 1 en p. Para esto, expandemos en
serie de taylor la derivada parcial del potencial efectivo a primer orden. Esto es

OUess _ OUcss(po) | O*Uess(po),

como estamos en un punto de equilibrio, sabemos que el primer término de nuestra expansion
en serie de Taylor es nulo. Por lo tanto

Wess  PUesr(po)

luego, si reemplazamos este resultado en nuestra ecuaciéon de movimiento para p se tiene que




1 Uess(po)

. _ _ 0
p+ 17 CSC2 Oé[ apz (p Po)]
1 PUgi(po) 1 PUcs(po)
= po = cte
mesc2a 0p? mesc?a Op?

y aqui podemos ver ya la ecuacion del oscilador armoénico, donde se tiene que la frecuencia
angular es

W2 — 1 PUess(po)
mesca  0p?
pero
OUsyy 1 mg
op —mlpovo)” 5 + tan
o 3m(povo) A
envaluando en py = ngtana
9"Uess(po) o1 3mg’
00> = 3muy— = 5
0 Py Vg tan® o

por lo que la frecuencia angular y el periodo de pequenas oscilaciones es

2 2 a2
5 1 3mg _ 3g°costa
W= 2 o o 1= )
mcsc” vy tan® o vy
27V
= ——
\/§gcosa

P2. Considere un cuerpo en el espacio, cuya masa M esta uniformemente distribuida en forma de
un anillo de radio R. Una particula de masa m se encuentra atrapada por la fuerza de atraccion
gravitacional que ejerce este cuerpo anular, moviendose a lo largo de la linea recta perpendicular
al plano del anillo y que pasa por su centro (ver figura). Para este caso, considere M > m.

a) Demostrar que la fuerza de atraccion gravitacional que el anillo ejerce sobre la particula tiene
la expesién:
~ GMmz -

Fe) =~y

donde la coordenada z y k se indican en la figura.

b) Si la particula se libera desde el reposo en z = R, calcule su velocidad cuando cruza el plano
del anillo (z = 0).

¢) Si la particula estuviera en reposo en la posicion de equilibrio (z = 0), calcule el periodo de las
oscilaciones que se producen al dar un pequeno impulso a la particula en direcciéon perpendicular
al plano del anillo. X

Hint: Calcule la componente de la fuerza de atraccion en la direccion k generada por un elemento
diferencial de masa dM del anillo, y luego integre sobre el anillo para calcula la fuerza total de
atraccion.



Solucién
a) Si consideramos un diferencial de masa dM del anillo, el diferencial de fuerza que que siente
la particula es

Gm(dM)
(R? 4 22)

donde 7 es un vector unitario que apunta desde dM hasta m. Este vector, si consideramos
coordenadas cilindricas, tiene la forma

dF = —

f

por lo tanto

notemos que la componente radial del diferencial de fuerza dF' tiene su antagonista por la acciéon
de una fuerza causada por un dM que se encuentra diametralmente opuesto al que consideramos.
Luego, la fuerza neta radial se anula, por lo que solo nos queda considerar la componente vertical.

- Gmzk GmMz -
F=— — M = ———— &
/M (R2 + 22)3/2 (R? + 22)3/2
P GMmz -

B ="y apn

b) Por segunda ley de Newton

GM=z
(R? + 22)3/2
usando regla de la cadena y separacion de variables

H==0) 0 ~d
/0 Zdz = —GM/R —(R2 PEITE

zdz B 1
(R? + 22)3/2 - _(R2 + 22)1/2

F=—

pero

por lo tanto




Finalmente

¢) De la ecuacion de movimiento se tiene que

mz = F(z)
donde F'(z) es no lineal. Si linealizamos en torno a z = 0 se tiene que
F)=F0)+ F'(2=0)z= F(2) = F'(2=0)z
si reemplazamos este resultado en la ecuacion de movimiento

. F0)

z=20

donde se aprecia la ecuacion del oscilador si F'(0) < 0. de aqui se desprende que

F/
W2 = — (0) -~ T — 2
m —F'(0)
m
busquemos F”(0).
GMmz , d z
F(z) = _—(R2 ) = F'(2) = —GMma(—(R2 m 22)3/2)
d ( z (R 2232 — 3(R% + 22)1/2(22)2
dz (R? + 22)3/2) B (R? + 22)?
R3
F'(0) = —GMm(ﬁ)
reemplazando en la formula del periodo se tiene que
RS
T =21\ ——
"Veu

P2. Una masa puntual m se encuentra bajo la accién de un campo gravitatorio de una esfera de
radio R, la cual tiene un tunel que la atraviesa como se indica en la figura. La esfera tiene una
masa M conocida y, por lo tanto, una densidad p = 3M /(47 R?) tambien conocida. Considere
que se cumple M >> m y que no hay fuerzas externas. Suponga ademas que la masa m parte
desde el reposo en r = occ.

a) Determine la magnitud y direcion de la fuerza gravitacional que ejerce la masa M sobre la
masa puntual m en funcién de la distancia r entre la masa m y el centro O de la esfera, para
ambos casos r > Ry r < R. Nota: Para r < R considere que solamente la masa M,(r) al interior
de una esfera de radio r actua sobre la masa puntual. Ademas, puede considerar que esta masa
efectiva se comporta como una masa puntual que se ubica en el centro O.

b) /Cuél es la rapidez vg de la masa m cuando pasa por la supercie de la masa M7

¢) ;Cuél es la rapidez v, de la masa m cuando pasa por el centro O de la esfera de masa M?



Sol:

a) Para r > R, no es dificl ver que la fuerza que siente la particula de masa m es
- GmM
F(r>R)=— e

para r < R, debeos calcular la masa que esta generando la fuerza de atraccion que actua en la
masa m. Dado que la densidad es constante, se tiene que

3M 4 r
M, (r) = pV = —7rd = M, (r) = M(=)?
() =pV = g™ = Melr) = M)
asi, se tiene que la fuerza que siente la particula para r < R es
., GmM
F(r< Ry ="y

R3
b) dado que la unica fuerza que actua proviene de un potencial, se tiene conservacion de la
energia. El potencial para r > R es

GmM
U@r) = -~
,
Energia inicial
Ei=K+U=0
Energia final
1 GmM 2GM
Ef—§mvg—%:>Ei—Ef<:)ys T
¢) Calculemos el potenial
GmM GmM
U(r < R) :/— g?» ri - —drr = 277;23 r?+C
el potencial debe ser continuo, y el punto de conflicto es » = R. Entonces
GmM  GmM GmM
— = C=0C=-3——
R 2R + 2R
finalmente
GmM | r?
U(T‘<R)—W(§— )

Ya se conoce la energia inicial. La energia final es



igualando energias

1
2 o
I, GmM
0= Emvo — 3?



