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Informacién General Sistemas Newtonianos 3

1.1. Presentacion

La fisica es una disciplina inherentemente vinculada a la experimentacién y a la cuantificacién
de sus resultados. Para esto disenar sistemas controlados es de suma importancia. Por otra
parte, la caracterizaciéon y sintesis de los fenémenos fisicos mediante las matematicas formales
también ha sido de crucial importancia para poner a prueba el potencial predictivo de las teorias
y modelos. En la asignatura de Sistemas Newtonianos (SN) se busca un acercamiento integrado
de ambos aspectos, donde coexisten la experimentacion, el formalismo y el tratamiento numérico
de sistemas mecanicos.

El esquema de trabajo semanal de SN consiste en una sesiéon de catedra, una clase auxiliar y una
sesion practica de tres horas de duracién.

Las catedras y clases auxiliares se realizaran en salas estdndares. La sesién practica se realizara
en en la Sala Galileo (segundo piso, lado oriente del Departamento de Fisica), bajo la direccion
del profesor de la catedra y el apoyo de dos profesores auxiliares. Esta sala cuenta con recursos
multimediales para la presentacién de las materias, la realizaciéon de experimentos y de calculo
numeérico.

Por lo general, el desarrollo de cada unidad contempla una introduccion por parte del profesor
de la catedra, quien presentard el soporte tedrico del tema a tratar. Ademés supervisara la
realizacion de una practica experimental y/o numérica que culmina con la elaboracién de un
informe. En la realizacién de las practicas, cada seccién serd estructurada en equipos de trabajo
de tres estudiantes, los cuales seran definidos previamente por el profesor.
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1.2. Programa
H Semana ‘ Unidad Contenidos
1 0: Introduccién, Matlab Uso de Matlab.
Matl lucié 1 1 i-
9 1: Métodos Numeéricos Uso de _8ft ab, so ucion de I?rob emas a gebrai
cos, solucién de ecuaciones diferenciales.
. Mediciones, promedio, error, desviacion estan-
2: Métodos E tal . ’ ’ ’
3 erocos Lxpermentaies dar, histogramas. Uso del sensor de fuerzas.
Produto cruz, torque y momento angular. Cen-
4 4A: Estética de Solidos tro de masas. Leyes de la estatica. Aplicaciéon de
las leyes de estatica a s6lidos.
M I ia. T iner Ener-
5 AB: Dinsmica Plana de Sélidos ,omento de Inercia eoremas de.z Steiner Ener
gia. Uso de webcam para medir tiempos
6 4C: Dinamica Plana de Sélidos | Rotacién de Sélidos. Momento angular.
- AD: Dinamica Plana de Solidos RQtac1on con traslaciéon, movimiento en plano in-
clinado.
Introduccién a tipos de oscilaciones. Definicion y
8 5A-B: Oscilaciones medicién de periodo, amplitud y fase. Oscilacién
amortiguada.
9 5C: Oscilaciones Resonancia
10 6A: Ondas Intl."oducci(’)n a medios continuos, ondas propa-
gativas.
11 6B: Ondas Modos normales. Resonancia.
12 7A: Fluidos P.resi().r{. Experime,nt.o de presién c.(?lisional. Iden-
tificacion microscépica de la presién.
13 7B: Fluidos Leyes de Pascal y Arquimides.
1.3. Material Docente

Asociado a cada unidad, existe material docente consistente en:

= Material tedrico

= Material complementario

» Guia de practicas

= Guia de ejercicios

Material teoérico En él se presenta la materia asociada a la unidad, con las formulaciones
tedricas correspondientes, ejemplos y aplicaciones. Este material puede ser escrito por algtn
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profesor del ramo o bien puede ser simplemente una referencia a alguna de las bibliografias del
Curso.

FEn la clase de catedra se expondran y explicarédn estos contenidos y se espera que el material sea
leido previamente por los estudiantes de manera de facilitar el desarrollo de la clase. La lectura
de este material serd evaluada en el Control de Lectura al inicio de cada sesién practica. Estos
controles serdn bastante elementales y no se pretende que los estudiantes dominen la materia, sino
que solamente que la hayan leido con cierta detencion. Al final de cada unidad se dan ejemplos
de estas preguntas en las secciones “Preguntas Conceptuales” o al interior del texto.

Material complementario Este material complementa el Material Teérico con lecturas mas
avanzadas, material especifico de algunos temas o gufas de problemas propuestos.

Guia de practicas Esta guia describe las actividades practicas (laboratorios y/o calculos nu-
meéricos) que se van a realizar en la clase.

La lectura de este material también sera evaluada en el Control de Lectura al inicio de cada
sesi6n practica.

Guia de ejercicios Es una guia de problemas asociada a cada unidad, indicando el nivel y tipo
de problemas que serdn evaluados en el Ejercicio Semanal. Este ejercicio serd tomado al inicio
de las clase auxiliar que se realice inmediatamente después a la catedra respectiva.

Advertencia Es importante recalcar que NO toda la materia del curso se encuenta en estos
apuntes. Los alumnos deberan complementar estos apuntes con las lecturas recomendas (textos
tales como el Tipler o Serway) donde la materia se expone en muchos casos con mayor profundidad
v detalle.

1.4. Asistencia

= La asistencia a las sesiones practicas es obligatoria. Una inasistencia mayor al 30 % es causal
de reprobacion del curso.

= Las inasistencias a controles y exdmenes deben ser justificadas en Bienestar Estudiantil a
fin de validar su recuperacion.

= La inasistencia a una sesién préctica conlleva la nota minima en el informe respectivo.

= El inicio de las sesiones est4 programada para las 08:30 hrs en la manana, y 14:30 en
la tarde. El acceso al recinto se cierra a esta hora, permitiéndose la entrada 20 minutos
después. Posterior a ello no se permitira el acceso al recinto de clases.

1.5. Informes de Practicas

Los informes constituyen una sintesis del trabajo en equipo realizado en la sesién practica. Un
buen informe se caracteriza por la claridad y precisién de sus ideas y lo conciso con que son
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Informacién General Sistemas Newtonianos 6

expuestas. Para efectos de esta asignatura, los informes se han estructurado en cuatro secciones:

Resumen Se describe en forma concisa los objetivos de la experiencia, el trabajo realizado y
sus conclusiones principales.

Criterio de evaluacion: Un resumen correcto permite formarse una idea general de la ex-
periencia.

Descripcion Se describe en algin detalle los pasos y protocolos seguidos y las elecciones de
parametros o valores tomados.

Criterio de evaluacion: Una correcta exposicién le permitiria reproducir el experimento a
cualquier persona.

Resultados, analisis y discusion Se presenta los datos obtenidos y los graficos respectivos.
Se realiza ademas un andlisis respecto a los posibles errores y la consistencia con la teoria.
Se plantaen posibles caminos para corregir las falencias, se refutan o corrigen supuestos,
ete.

Criterio de evaluacion: Una correcta presentacion de resultados indica los valores de las
medidas y sus desviaciones estandar o errores. Los graficos deben indicar los ejes y unidades
y deben estar en las escalas adecuadas (ver seccion Guia sobre Gréaficos). Por ultimo, un
buen analisis v discusién de los resultados permitiria comprender si se han cumplido los
objetivos de la experiencia, si los resultados son consistente y si hay alguna dificultad propia
a la actividad.

Conclusiones Se presentan de manera concisa las conclusiones de la experiencia de acuerdo a
los objetivos de ésta y los resultados de las mediciones y analisis.

Criterio de evaluacion: Una correcta presentacion de las conclusiones permitria determinar
cudl es el aprendizaje de la experiencia. Se debe notar que no hay buenas o malas conclu-
siones a priori, solamente que éstas deben ser consistentes con los resultados obtenidos.

Durante el semestre se modificard en forma progresiva la estructura de los informes, siendo al
comienzo més simples (por ejemplo sin Resumen), pero pronto éstos incluiran todas las secciones
aqui descritas.

1.6. Graficos

Los graficos, para que éstos sean tutiles para representar informacion fisica, deben tener cierta
estructura minima.

Los gréficos deben indicar claramente las magnitudes que se estan graficando (las etiquetas de
los ejes) y las unidades en las que estan medidas. Ademas los ejes deben estar en una escala que
permita leer e interpretar correctamente los datos.

Para ilustrar lo anterior, a continuacién se presenta un grafico con toda la informacién relevante:

Universidad de Chile oft fcfm
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60

donde se indica que se grafica la velocidad (en metros por segundo) en funcion del tiempo (en
segundos). Los puntos indican las mediciones hechas y la linea es simplemente una guia visual
para leer mejor el grafico.

A continuacién se presentan algunos graficos con algunas deficiencias que se deben evitar:
60 T T T T T T T

508
40 1 Se indica que se grafica la velocidad
| pero no se se nalan las unidades. Tam-
poco se indica en funcién de qué se esta
1 graficando (posicion?, tiempo?).

>30

20

10+ B

L | L | L | L | L | L
9% 7 14 16 i8 20 2

¢ ———e o o
1000~ »

800 B
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600 §
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>
400 §
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%G1 1w 1 18 10045733 416 18 20
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En el caso de la izquierda la escala vertical no es adecuada pues no permite determinar los valores
que toma la velocidad. Lo mas adecuado es hacer un grafico como en la derecha.
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1.7. Sala Galileo

La distribucién de grupos es de acuerdo al siguiente mapa

®
N
©

MESA PROFESOR

Universidad de Chile oft fcfm



Parte 11

Material Docente



Unidad 1: Métodos Numéricos

1.1. Introduccién

En la descripcion cuantitativa de los fendémenos fisicos, no siempre es posible resolver analitica-
mente el modelo que lo describe e, incluso en algunos casos en que esto es posible, la solucién
analitica no siempre es ficil de interpretar y visualizar.

Como una herramienta complementaria a las técnicas analiticas, es usual en la fisica utilizar
las herramientas numéricas, que con la ayuda de un computador permiten resolver, analizar y
graficar diversos modelos fisicos.

En esta unidad se ilustrard como se utiliza el computador, mediante el programa Matlab con
estos fines.

1.2. Calculos complejos

Un primer uso de los métodos numéricos consiste en realizar calculos complejos, para los cuales
no existe una solucién analitica o ésta es muy dificil de analizar.

Ejemplo:

Consideremos el ejemplo de una persona parada sobre una
tarima. La persona estd sujeta a dos resortes de largo na-
tural L, cada uno de los cuales estd amarrado a la misma
altura de la persona en direcciones opuestas y que inicial- I h
mente no estan elongados y en posicién horizontal.

En cierto momento la personal se suelta de la tarima y

cae debido a la fuerza de gravedad. Se desea encontrar la

profundidad hasta la que cae.

Si consideramos el nivel cero de la energia potencial gravitatoria en la altura inicial, entonces la

energia inicial de la persona es nula.

E=0

10



Métodos Numeéricos Sistemas Newtonianos 11

Una vez que la persona se lanza, adquiere energia potencial gravitatoria, elastica y cinética. En
la elongaciéon méxima la energia cinética se anula y su energia es:

E = —mgh + k(\/h2 + L2 — L)*

donde h es la profundidad a la que cae.

Si no hay roce se puede obtener h igualando la energia inicial y final, lo que da
—mgh+k(vVh2+L2—L)>=0

Si esta expresion se expandiera darfa lugar a una ecuacion de tercer grado lo que no permite
realizar un anélisis simple de la solucién.

Sin embargo, si se dan valores numéricos es posible obtener el valor de h pedido. Por ejemplo, si
m = 80kg, L = 10m, k = 10N/m y g = 9,8 m/s?, en Matlab se hace:

>>m = 80 % Se asignan valores sin unidades

>> L=10

>> k=10

>> g=9.8

>> ¥ Se define la ecuacion que se quiere resolver

>> ec=Q@(h) -m*gxh + k*(sqrt(h~2+L"~2)-L)"~2

>>

>> % Se resuelve usando la funcion fzero(ecuacion,adivinanza)
>> hsol= fzero(ec,1.0) % Se resuelve para h

La respuesta es hsol = 96,4m.

Noten que la sintaxis de la definicién de funciones es
funcion = @(variable) definicion

Como la ecuacién es no lineal, ésta puede tener muchas soluciones. Para escoger la que uno desea
debe darse una adivinanza inicial. Matlab va a buscar la solucién méas cercana a la adivinanza
inicial, de manera que es conveniente usar una buena adivinanza.

También se podria preguntar como depende h de la masa m, manteniendo los otros valores fijos.
Para eso, lo mejor es hacer un gréfico de la forma:

>> L = 10 % Se asignan los valores fijos

>> k=10

>> g=9.8

>> masas=10:1:80; % Se genera un arreglo que parte en 10, incremento 1
>> % y el ultimo valor es 80

>> hsol=zeros(l,length(masas)); % Se genera un arreglo de igual largo que masas
% con ceros

Universidad de Chile oft fcfm



Métodos Numeéricos Sistemas Newtonianos 12

>> % Se puso punto y coma (;) para que no despliegue los resultados:
>> ¥, las masas y hasol son arreglos y pueden ocupar mucha pantalla

>> for i=1:length(masas)

>> m=masas(i); % Se escoge cada valor de masa

>>  Se define la ecuacion para cada valor de masa

>>  ec=Q(h) h~3-(m*g/k)*h~2+(m*g/2/k) ~2%h-2*m*g*L"~2/k

>>

>> % Se resuelve y se asigna la solucion encontrada al arreglo hsol
>> hsol(i)= fzero(ec,1.0)

>> end

>> % Se grafica las soluciones en funcion de las masas

>> plot(masas,hsol)

Tarea: Ejecute este programa y analice si los resultados obtenidos son razonables.

1.3. Analisis de las leyes de Newton

Las leyes de Newton en una dimension tienen tipicamente la forma
mi = F(x, )

donde F es la fuerza, la cual puede depender de la posicién z y la velocidad .

Si F' es una expresion complicada, la ecuacion de movimiento que resulta (una ecuacion diferen-
cial) puede ser imposible o muy dificil de resolver analiticamente. Sin embargo, usando algunas
herramientas numeéricas es posible obtener su solucién.

1.3.1. Discretizacién temporal

Para poder estudiarla numéricamente, lo primero que debemos revisar es el concepto de discre-
tizacion temporal.

Representar una funcion x(t) en el computador (y también en los experimentos) es una tarea
imposible pues para eso habria que dar los valores de la funcién para cada instante. En vez de eso,
se aprovecha la propiedad de que muchas de las magnitudes fisicas y, en particular la posicion
x(t), son funciones continuas del tiempo. Esto implica que si se conoce zy para un instante dado
to, el valor de x para otros tiempos, cercanos a ty, estaran muy bien aproximados por zg. Es
decir, para una funcién continua:

Si txty = :L’(t) =~ x(to)

Universidad de Chile oft fcfm



Métodos Numeéricos Sistemas Newtonianos

13

Luego, si se quiere representar una funciéon x(¢) en un intervalo [T'4, Tg] lo primero que se hace
es discretizar el tiempo usando un espaciado peque no At, de manera que

ti=Ta+ix At ;coni=0,1,2,...

Luego, la funcion x(t) se representa de manera discreta, dando los valores de ésta s6lo en los
instantes discretos

X\

At

FEntonces, cuando se quiera resolver la ecuacién de Newton en el computador, en vez de buscar la
funcion completa x(t), vamos a buscar los valores de x; = x(¢;) para un At dado. Es importante
destacar que mientras méas peque no sea el valor de At, mas fiel serd la representacion de la
funcién; pero de todos modos no es necesario exagerar pues las funciones son continuas.

Hay que notar que esta representacién discreta de las funciones es lo que usualmente se hace
cuando se miden magnitudes fisicas que varian en el tiempo o el espacio. Asi, por ejemplo, la
temperatura en Santiago se mide una vez cada minuto y no de manera continua. Lo mismo con
la posicion de un objeto mévil que al filmarlo con una camara se tiene un muestreo cada cierta
fraccién de segundos solamente.

1.3.2. Derivadas discretas

Teniendo la funcién representada en tiempos discretos, es posible calcular de manera aproximada
las derivadas de ésta en los tiempos de medicion. Analizaremos la primera y segunda derivada
que son las que se usan en la fisica newtoniana.

Se sabe que la primera derivada de z(t) es

#(t) = lim a(t+h) —a(t)

Universidad de Chile oft fcfm
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Luego, si At es chico, como muy buena aproximacién se puede evaluar como

i(t) ~ x(t+ AAti —z(t)

que si se evaltia en uno de los puntos de la discretizacién da

x(t; + At) — x(t;)
At
z(tiv1) — z(ti)
At
Ti+1 — T4
At

Q

i (t;)

(1.1)

que se llama derivada hacia adelante pues usa el valor de la funcién en un instante y en otro mas

adelante en el tiempo.

X

También, si se usa h = —At se obtiene

:E(ti — At) — $(tl)

£(t;) =~
&(t:) At
~ iL'(tz) — :):(ti — At)
- At
-~ ﬂf(tz) — l‘(tifl)
At
Ti — Ti—1
N — 1.2
Az (1.2)
que se llama derivada hacia atrds.
Universidad de Chile oft fcfm
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Y
~

A

Promediando las dos expresiones, de la derivada hacia adelante y hacia atras, se obtiene la
llamada. derivada centrada

LT — 2 | 2 — 2y

Bt) ~ 51T A At
iyl — Ti—1
—oAr (1.3)
:C(ti + At) — a:(ti — At)
~ - (1.4)

fo il | ti—l lii ti+1 | | | | 1

2At

De las tres expresiones para la derivada, si At esta fijo, se puede demostrar que la derivada
centrada es més precisa que las otras, pero a veces por comodidad o facilidad de célculo se
usaran las otras dos. Esto se vera con detalle en el curso Métodos Numeéricos.

Para evaluar la segunda derivada, procedemos considerando que ésta es la derivada de la primera
derivada. Asi aplicando la expresion para la derivada centrada pero con At/2 se obtiene

(w:¢@+Awmgfu—Awm
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A su vez,
B+ AL2) = x(t—l—AAtl)t—x(t)
) x(t) — x(t - At)
z(t — At/2) = As

Reemplazando en la expresién anterior se obtiene

z(t+At)—x(t) z(t)—x(t—At)

.’L'(t) — At A At
o x(t 4+ At) — 2x(t) + x(t — At)
N At2

Luego, evaluando en un punto de la discretizacion

| Tip1 — 2@+ X

(1) = L (15)

que se llama derivada centrada de sequndo orden.

Tarea: Muestre que si x(t) = at + 8 («a y B constantes), es decir, una linea recta, entonces la
expresion aproximada de la derivada se anula tal como la expresiéon exacta.

FEn resumen, se tienen la siguientes expresiones aproximadas para la derivadas

i(t) ~ (1.6)
i(t) ~ S (1.7)
it) ~ S (1.8)
#(t) Tit1 —Zwt;-F Ti-1 (1.9)

1.4. Solucién de la Ecuacion de Newton: método de Verlet

Consideremos primero el ejemplo simple de una particula unida a un resorte:
mx = —kx

Evaluando la ecuaciéon en t; y usando la expresion discreta para la segunda derivada (1.9) se

tiene
Tit1 — 2T +Tio1 .
At2 T
de la que se puede despejar x;41 como
k 2
Ti+1 = QSUZ' — Xj—1 — f:L‘iAt (110)
m

Universidad de Chile oft fcfm
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Esta expresion indica que si se conoce la posicién en un instante (z;), en otro previo (z;—1) y
el valor de la aceleracion en ese instante (—kx;/m), entonces es posible calcular la posicion en
un instante posterior. Dado lo anterior surge la idea de realizar una iteracidn pues con el nuevo
valor obtenido ahora serd posible calcular el siguiente y asi para adelante.

N

T T T T T T

t0 tl ti—l ti fi+l

Como para cada paso de la iteracion se necesitan dos valores previos de la posicion, surge el
problema de ciiales deben ser los primeros valores. Como se sabe, en la fisica newtoniana se debe
indicar la posicién y velocidad inicial del cuerpo para poder resolver el movimiento. Es decir,
se dan xg y vg. Recordando que la velocidad es la primera derivada de la posicién y usando la
expresion (1.6) se tiene

Vo — I’(O)
. Ir1 — X0
At
de la que se despeja
1 = xo + voAt (1.11)

Se tienen asi todos los pasos del llamado algoritmo de Verlet (L. Verlet, Physical Review 1967)

e Dados: zg, vy
e Se calcula: 1 = zg + VoAt

e Se itera desde ¢ = 1 hasta el tiempo final:

k
Ti+1 = 2561 — XTj—1 — El‘iﬁtz

que va entregando sucesivamente los valores de xa, 3, .. ..

Como el paso i entrega el valor de x;41 se debe iterar hasta NV — 1, donde N es el nimero total
de puntos.

En Matlab, considerando que m = 1kg, k = 0,5N/m, z¢p = 5,0m y vg = 2,0m/s, eso se hace de
la siguiente forma:

>> m=1.0 % Se dan los valores de m y k

>> k=0.5

>> Tfin = 20.0 % Se resuelve hasta 20 segundos
>> dt = 0.1 % Se da el paso de tiempo Deltat
>> ¥, Se dan las condiciones iniciales

>> x0=5.0

>> v0=2.0

Universidad de Chile oft fcfm
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>>

>> ¥, Se define el arreglo de tiempos

>> £=0:dt:Tfin;

>> 7, Se define el arreglo de posiciomnes

>> x=zeros(1,length(t));

>> ¥ Se ponen las condiciones iniciales

>> x(1) = x0;

>> x(2) = x0+v0xdt;

>> % Se itera usando el algoritmo de Verlet
>> for i=2:length(x)-1

>>  x(i+1) = 2*x(i)-x(i-1) - k*x(i)*dt~2/m;
>> end

>> plot (t,x)

Para el caso de una fuerza cualquiera F'(z) es resultado es andlogo y el paso de iteracion es

Tit1l = 2T — Ti—1 + F(.%'Z')At2/m (1.12)

Si el sistema tiene fuerzas que dependen de la velocidad, por ejemplo fuerzas de roce viscosas
o turbulentas, F(x, %), se debe escribir la derivada de manera discreta. Lo mas préctico en este
caso es usar la derivada hacia atras. En efecto, en ese caso se puede hacer

de manera que la iteracion es

Ti — Ti—1

Tit1 = 21‘@ — X1+ F <[L'Z', At> AtQ/m (113)

que permite hacer el cilculo numérico pues es explicita, es decir, el valor de x;41 s6lo depende
de valores previos (que ya son conocidos).

1.5. Interseccién con algin valor

En muchas aplicaciones interesa determinar cuando la posicién alcanza un valor determinado
(por ejemplo, cudndo un proyectil choca con el suelo). Como la solucion es discreta, lo mas
probable es que ninguno de los valores discretos coincida exactamente con el valor pedido.
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Xy

| |
| | |
| | |
| | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
1 | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
% % % % % !

bttt 6ttt L

En el ejemplo de la figura, el valor «* se alcanza entre ¢4 y t5. Para determinar en qué intervalo
ocurre la interseccién, notamos que entre t4 y t5 la funcién pasa de estar bajo x* a estar sobre
este valor. En otros casos podria ocurrir justo a la inversa, pero lo importante es que la diferencia
(z — z*) cambia de signo en la intersecciéon. Luego, el criterio que se usa para determinar una
interseccion es:

’ Una interseccion ocurre en el intervalo ¢ si: (x; — 2) X (zj41 —2*) <0 (1.14) ‘

Una vez que se sabe en qué intervalo ocurre la interseccién, se debe asignar un tiempo. Dado que
la funcién se conoce sélo con una precision At, la respuesta también tendra esta indeterminacion.
Asi, las siguientes respuestas son igualmente validas.

"~ ot (1.15)
" = tz‘+1 (116)
A (ti +ti+1)/2 (117)

Una mejor estimacién se puede obtener haciendo una interpolacién lineal, pero esto se dejaré
para mas adelante.

Universidad de Chile oft fcfm



Métodos Numeéricos Sistemas Newtonianos

20

1.6. Preguntas Conceptuales

Pregunta 1: Escriba un programa en Matlab que calcule el factorial de 100.

Recuerde que el factorial de n es:

Pregunta 2: Se ha medido la posicién de un auto en diferentes
instantes:

Haga el grafico de posiciéon versus tiempo del auto.
Use la grilla para que el grafico quede més recto.

Pregunta 3: Si z(t) = sin(¢) exp(—0,1¢), escriba las lineas de Matlab que permitirfan graficar

esa funcion en el intervalo ¢ € [0 : 10] usando un espaciado At = 0,1.
Indicacion, debe definir un arreglo para t y otro para x.

Pregunta 4: Una particula de masa m, apoyada sobre una super-
ficie rugosa horizontal de coeficiente de roce p, estd unida a
un resorte de constante elastica k y largo natural L, cuyo otro
extremo estd fijo a una altura L. Inicialmente se le da a la
particula una velocidad V hacia la derecha.

0T 5w
025 | 10m
035 | 20m
015 | 25m

Escriba la ecuacién de energia que permite determinar el punto donde se detiene la parti-

cula.

Pregunta 5: Si z(t) = cos(t) exp(—2t), escriba las lineas de Matlab que permitirian graficar esa

funcion en el intervalo ¢ € [0 : 4] usando un espaciado At = 0,1.

Indicacion, debe definir un arreglo para t y otro para x.

Pregunta 6: Escriba la expresion para la segunda derivada aproximada de una funcién en el

punto X

Pregunta 7: Suponga que tiene dos arreglos de N elementos, T'y X. T(i) indica el tiempo
i-ésimo y X (i) la posicién de una particula en dicho instante. Escriba un programa que

encuentre el instante aproximado en que la particula cruza en origen.
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Pregunta 8: Exprese la siguiente ecuaciéon en forma discreta

Z4+ct+kxr=0
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1.7. Ejercicios Semestres Pasados

Ejercicio 1: Considere una particula que se deja caer verticalmente desde el reposo a una altura
H y que sufre roce con el aire de la forma Fioce = —70.

Se busca comparar el tiempo que tarda en caer y la velocidad con la que golpea al suelo
con los valores que se obtienen en ausencia de roce: \/2H /g y \/2gH, respectivamente.

Para eso, resuelva numéricamente la ecuacién de Newton que resulta con los parametros
m=1kgy H =10m con v = 0; 0.1 kg/s; 0.2 kg/s; ...; 0.5 kg/s.

Grafique el tiempo de caida y la velocidad con que llega al suelo en funcién de ~.

Ejercicio 2: Se desea determinar la altura maxima a la que llega un proyectil cuando es lanzado
verticalmente con velocidad V{ en presencia de roce viscoso, tal como el descrito en el
problema anterior.

Busque un método numérico que permita determinar la altura méaxima.
Resuelva para m =0.1 kg, Vp=1 m/s y v =0.1 kg/s. Compare con la prediccion sin roce

Ejercicio 3: Se desea resolver el movimiento de la Tierra en torno al Sol. Se sabe que en ese
caso la fuerza es la de gravitaciéon universal:

GMm

P
r2

Foo

Con el fin de poder tratarla numéricamente, la fuerza se reescribe de la siguiente manera
(considerando el movimiento en el plano x — y)

— GM
F= -2
T
GMm _
= — 3 T
,
GM A N
= ——5(@+y)
GMm - -

—

Luego, la ley de Newton md = F' se escribe por componentes como

. GM
M
¢ (1.19)

V=G g

Use el método de Verlet visto en clases para resolver estas ecuaciones acopladas. Considere
los siguientes valores de las constantes: G =1y M = 1. Ademés considere como condicion
inicial para la posicion g = 1 e yg = 0 y para la velocidad v,9 = 0, v,0=0.5, 1.0 y 2.0.
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Grafique la trayectoria que resulta (plot(x,y)). Compare con los célculos analiticos que
predicen, para los datos del problema, que la velocidad para una érbita circular es Ve =

VGM/R = 1.

Ejercicio 4: La deduccién de métodos numéricos no siempre es simple y a veces algunos métodos
pueden resultar inestables. Un ejemplo clésico es el de la ecuacién que describe como decrece
la velocidad de un cuerpo en presencia de roce viscoso:

mu = —yv
Sustituyendo se puede mostrar que la solucién es

v(t) = v(0) exp(—vt/m)
es decir, decae en el tiempo.

Una discretizacion centrada que en principio parece precisa es

e S
2At m '
Muestre que si resuelve para m = 1, v = 0,1, At = 0,1, Thya = 100 y V(0) = 1 el resultado

no tiene sentido.

Sin embargo, se puede escribir otra discretizacion centrada, en que el lado derecho se

promedia en dos instantes
Vikl — Vi Y Vgl T

At m 2
de la cual se puede despejar v;41 como

(1=9At2m)
Vit = 1+ ~At/2m vi

muestre que esta discretizacion es estable y entrega resultados sensatos.

Ejercicio 5: Considere el movimiento de una particula de masa m unida a un resorte de cons-
tante k, descrita por la ecuacién de movimiento

mi = —kx

Resuelva la ecuacion de movimiento, es decir calcule z(t), usando el método de Verlet para
el siguiente conjunto de valores: m = 1kg, k = 1N/m, xg = 3m y vy = 0.

Una vez que tenga la solucién de la ecuacion, estudie si numéricamente la energia mecanica
se conserva

1 1
FE = imUQ + §kx2

Para eso escriba de alguna manera discreta la velocidad y evalue la energia en funcién del
tiempo. ;Es constante?
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Ejercicio 6: Se desea saber como disminuye en el tiempo la energfa mecanica de un cuerpo que
cae en el aire en presencia de roce turbulento Fyoce = —7|v|v, donde |z| es el valor absoluto
de z.

Para eso, considere que se suelta un cuerpo de masa m desde una altura H del piso y se
sigue su evolucién hasta que golpea al suelo.

1. Escriba la ecuacién de movimiento del cuerpo.

2. A partir de la ecuacion de movimiento, escriba, la discretizacion de Verlet que permi-
tiria calcular la posicion en funcién del tiempo para una discretizacion temporal dada
por At.

3. Escriba una expresién discreta para la energifa mecanica del cuerpo, que use las posi-
ciones discretas encontradas en el punto anterior.

Ejercicio 7: Se desea modelar un billar donde las bolas se mueven en un plano con roce viscoso
sobre la superficie y rebotan contra las paredes de manera elastica (es decir, el angulo de
entrada es igual al angulo de salida en el rebote).

Para simplificar el ejercicio, se considerd s6lo una pared (en vez de 4 que tiene el billar).
Esta pared es horizontal y estd en y = 0.

y "
Tl X

1. Escriba las ecuaciones de movimiento para x e y.

2. A partir de las ecuaciones de movimiento, escriba la discretizacién de Verlet que
permitiria calcular la posicién en funcién del tiempo para una discretizaciéon temporal
dada por At.

3. Escriba el algoritmo que permita detectar el choque con la pared y modificar la velo-
cidad cuando el choque ocurra.

Ejercicio 8: Las nuevas micros del TranSantiago dispondran de GPS, aparato que les entrega
la posicion de la micro (z,y) cada cierto intervalo de tiempo At. Se desea incorporar a las
micros un mecanismo de control que, usando los datos del GPS, permita medir la velocidad
U'y la aceleracion @ en cada instante de manera que suene una alarma si || > V. 6 |a| > A..

Considere por simplicidad que el movimiento es puramente bidimensional (es decir, San-
tiago es plano).

1. Escriba las expresiones que permiten calcular instantaneamente la velocidad y acele-
racién, dadas las posiciones entregadas por el GPS.

2. Complete el siguiente programa Matlab que hace el control llamando al método Alarma
que hace sonar la alarma:
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for i=1:fin
if (XXXXXXXX)
Alarma;
end
end

Ejercicio 9: Un péndulo con roce se describe por las ecuaciéon de movimiento
. g . .
= —=sin¢g —
¢=—7sing—9¢
donde L es el largo del péndulo y + el coeficiente de roce.
Como el sistema tiene roce, si el péndulo se suelta del reposo desde un dngulo inicial ¢y,

los dngulos maximos que alcance (indicados por un circulo en la figura) seran cada vez
menores.

Se busca resolver numéricamente la dindmica del sistema para obtener como van disminu-
yendo estos dngulos méaximos. Para eso:

by

f'/a\ Vi
\\ ]\ t
/

1. A partir de la ecuacién de movimiento, escriba la discretizaciéon de Verlet que permi-
tiria calcular la posicién en funcién del tiempo para una discretizacién temporal dada
por At.

2. Escriba el criterio numérico que permita determinar los instantes en que el péndulo
alcanza los dngulos maximos y los valores de estos dngulos.

Ejercicio 10: Se desea calcular el alcance de un proyectil que se lanza, desde el nivel del suelo,
en un angulo a respecto a la horizontal con velocidad Vj. Sobre el proyectil actta el roce
con el aire, que le ejerce una fuerza F' = —v4.

1. Escriba la parte del programa Matlab que permita calcular la trayectoria (z(t) e y(t))
del proyectil. No olvide poner las condiciones iniciales.

2. Escriba la parte del programa Matlab que entregue el alcance del proyectil.
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Unidad 1: Guia Practica

A. Objetivos

1. Conocer las capacidades de los métodos numéricos en la solucion y andlisis de los sistemas
newtonianos.

2. Aprender a usar el método de Verlet para integrar las ecuaciones de Newton.

3. Aprender a usar Matlab con los fines anteriormente descritos.

B. Materiales: Matlab

C. Experimentos Numéricos

Experiencia 1.- Se busca determinar el dngulo « con
el que se debe lanzar una particula de masa m para
que impacte a un objetivo que esta ubicado a una
distancia horizontal L = 5m y altura H = 1m. La
particula se lanza con una velocidad Vy = 10m/s (L.H)
desde el nivel del suelo, tal como muestra la figura. o x
Se busca ademads ver visualmente qué sucede con
la trayectoria de la particula si se falla levemente
en el angulo 6ptimo.

Para lograr estos objetivos siga los siguientes pasos:

= Encuentre la ecuacién que permite determinar «. Para eso escriba primero las ecua-
ciones de la cinemética para z(t) e y(t) y despeje el tiempo de impacto.

Escriba la ecuacién que permite encontrar o:

= Encuentre numéricamente el valor de a que resuelve la ecuacién. Para eso utilice la
funciéon fzero de MatLab.

= Grafique la trayectoria x — y que resulta al usar el valor a encontrado. Dibuje adicio-
nalmente el punto objetivo para comprobar que efectivamente choca con el punto de
coordenadas (L, H). Grafice ademés las trayectorias que resultan de tomar un valor
del angulo 5 grados mayor y 5 grados menor.
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Imprima y adjunte los graficos en el informe.

Experiencia 2.- Se desea describir el movimiento de una
persona que salta en Bungee desde un puente. Las
cuerdas elasticadas que se usan no se pueden describir
como resortes ideales. La fuerza de la cuerda, cuando
ésta se ha deformado una cantidad &, es de la forma

F = —ps?

donde un valor razonable de la constante elastica es
p = 6N/m?.
Si se usan los ejes coordenados de la figura, la ecua-
cion de movimiento de una persona que salta (con-
siderando que la cuerda tiene un largo natural nulo) X
es
mi = —pax® + mg

Considere que la persona salta desde el reposo.
Escriba la iteracion de Verlet (z;41 = ...) que permite resolver la ecuacion de movimiento:

Escriba un programa en MatLab que resuelva la ecuacién de movimiento usando el método
de Verlet. Usando At = 0,1s calcule hasta T' = 5s para una persona de m = 70kg. Grafique
la trayectoria z(t) obtenida.

Imprima y adjunte los graficos en el informe.
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Experiencia 3.- Usando el programa anterior programe la deteccién del momento en que la
persona llega al punto mas bajo (méaximo de z(t)). Con este programa calcule el tiempo
de vuelo en funciéon de la masa de la persona (usando 5 valores para m).

Complete la siguiente tabla:

Masa m [kg] | Tiempo de vuelo [s]

D. Conclusiones

Presente de manera concisa al menos dos conclusiones objetivas de la sesién en general. Por
ejemplo sefiale como afecta la masa en el tiempo de vuelo en el caso del Bungee. Era esperable
esta depedencia? Le parece razonable como cambia la trayectoria x — y en la Experiencia 1 al
aumentar o disminuir levemente a. En la Experiencia 2, analice la trayectoria z(t) obtenida.

E. Lecturas recomendadas

» Cualquier texto de Fisica (Tipler o Serway) donde se describe la cinemética y las ecuaciones
de Newton en 1D.

Material Teorico sobre Métodos Numéricos
Clases de Matlab de CC100 puestos en UCursos
= Manual de Matlab
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