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Ejemplos de Cédigos de Bloque (1)

e Cddigos de chequeo de paridad
k
o Son cédigos donde n = k + 1 por lo que R = Pl ~ 1 para k

grande.
o Desempefio pobre y sélo pueden detectar 1 error:

1
din =22 20+ 1= < 3. (1)
o Las palabras de cédigo son de la siguiente forma:
k—1
c:(co,cl,...,ck,l,ch). 2
1=0

e Cddigos de repeticion



Ejemplos de Cédigos de Bloque (2)

o Pueden corregir hasta ”Tfl errores.

o La tasa del cédigo es pequefia: R = %

0+ 00...

o

1< 11...

—_

o La distancia minima del cédigo es dpin = n. Luego

1
n>2%4+1=t<

o El cédigo corrige hasta

errores.
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Ejemplos de Cédigos de Bloque (3)

e Cdédigos de Hamming

o Pueden corregir un error.

o Dado m € N, tenemos que en un cédigo de Hamming

E=2"—-1—-m

n=2"—1

por lo que la tasa del cédigo es

2m —1—m m
- - T _1-
R 2m — 1 2m — 1

o A medida que m — o0, la tasa del cédigo se acerca a 1.
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Codigos Lineales de Bloque

e Los codigos lineales de bloque, o simplemente cédigos lineales,
tienen una estructura interna que simplifica las labores de
codificacién y decodificacion.

e Recordemos que hasta ahora hemos dicho que C es una aplicacién

k n
entre ') y IFy.

e Los codigos lineales se caracterizan porque esta transformacién

entre espacios es lineal.




Algebra de Galois (1)

e El algebra de campos finitos o de Galois, se define sobre un

conjunto A = {0,1,...,q— 1} con las siguientes operaciones:

a®b=(a+b) médq

a®b=(a-b) mdd q




Algebra de Galois (2)

{0,1,2,3,4}:

e Ejemplo:g=5: A
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Codigo Lineal

e Definicién: Un cédigo lineal C es un subespacio de IF?, es decir,
(i) Dados x,y € C, entonces x +y € C.
(i) Dado A € Fy;y x € C, entonces Ax € C.

e Esto implica que siempre estd en un cédigo lineal C.

e Ejemplo:

C={[000],[100],[010],[110]}




Distancia Minima de un Cédigo Lineal (1)

e Los cédigos lineales son invariantes a traslaciones, es decir,
c+C={c+c: deC}=CcC. (6)
e En el ejemplo dado
010/+C={[010],[110},[000],100]}=cC.

e Ademas, sic € C, entonces —ceCyc—c=0¢€C_.
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Distancia Minima de un Cédigo Lineal (2)

® Sicy, Cg, ..., Cy estan a distancia d de una palabra dada c,
entonces,

€ —¢CcC—¢C,...,Cy —C
estan a distancia d de O.

e Luego, determinar la distancia minima de un cédigo lineal

corresponde a estudiar la distancia entre las palabras del cédigo y 0.
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Distancia Minima de un Cédigo Lineal (3)

e Definicién:
El peso de Hamming w(c) de un vector ¢ corresponde al nimero de

posiciones donde el valor es distinto de cero, es decir

d(x,y) = w(x —y). (7)

e Teorema:

La distancia minima de un cédigo lineal C es igual a

dmin: i = Wmin-
rcr;g)lw(c) w (8)
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Distancia Minima de un Cédigo Lineal (4)

e Luego, un cédigo lineal con capacidad para corregir ¢ errores
satisface que
Wmin > 2t + 1. (9)

e Ejemplo: Supongamos que la capacidad correctora de un cédigo es

igual a t = 2. Luego, el peso minimo del c6digo wmin > 5.
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Representacién Matricial de Cédigos Lineales (1)

e El cédigo lineal C, por ser lineal, admite representacion matricial.

e La dimensién de C corresponde a k, la dimensién del espacio de
partida (datos).

e Luego, existe una base de k palabras de cédigos (vectores) en C

que generan el cédigo completo.
e Estos vectores se ordenan en una matriz de k filas por n columnas.
e | a matrix se denota por la letra G por generadora del cédigo.

e Esta matriz tiene rango(G) = k.
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Representacién Matricial de Cédigos Lineales (2)

e Dadoae IF’;, entonces

C={ceF}|c=aG, para todan]FZ} (10)
10010
e Ejemplo:SeaG=| 0 1 0 0 1 | entonces el cédigo es el
0 01 11
siguiente:
a c a c

000 | 00000 100 | 10010

001 | 00111 101 | 10101

010 | 01001 110 | 11011

011 | 01110 111 | 11100
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Representacion Matricial de Cédigos Lineales (3)

e Notar que la palabra de cédigo de menor peso es 01001, por lo que

el cédigo deberia corregir a lo mas un error.

e La representacién matricial de un cédigo es una forma mucho mas
compacta que permite reducir el espacio necesario para almacenar
el codigo.

e Sin =100y k = 50, se necesitan 100 x 50 = 5000 bits para
escribir G.

e Para los mismos parametros necesitariamos 2°0 ~ 1,13 x 10 bits,

es decir, 128 terabytes de espacio. UUFF!!!
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Cédigo Dual (1)

e El hecho que C sea un subespacio vectorial de IFy’ tiene ciertas

implicancias que son relevantes de mencionar.

e Existe un cédigo dual C*, ortogonal al cédigo original, de

dimension n — k que se define como sigue:

Ct={veF]|c-v=0, Ycel} (11)

La anica palabra en comin entre estos dos cédigos es 0.

un su i , i u
Como C* es un subespacio de ]Fg entonces tiene una base de

n — k vectores que generan el cédigo completo.
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Cédigo Dual (2)

e Esta base se puede escribir en una matriz de (n — k) x n que

denotaremos por H.

e Esta matriz H satisface que
cH' =0 (12)

para todo c € C.
e La matriz H recibe el nombre de matriz de chequeo de paridad y
cumple que
GHT = 0] (13)

donde [0] es una matriz de ceros de k x (n — k).
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Alcances de la Representacion Matricial (1)

e La representacién matricial de cédigos facilita la implementacién de

cédigos lineales, y disefiar su distancia minima.

e En particular, disefiar un cédigo lineal (n, k) que corrija ¢ errores es
equivalente a encontrar una matriz de paridad H de n — k x n con

2t columnas linealmente independientes.

e Las operaciones de permutaciones de filas y/o columnas cambian el

cédigo en forma trivial.

e Estos cédigos se dicen equivalentes.
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Alcances de la Representacion Matricial (2)

e La descripcién sistematica de un cédigo se realiza tomando la
matriz generadora original G y llevandola mediante operaciones

fila/columna a la forma:
G = [I} P] (14)
La matriz de paridad toma la forma
H=[-PT I,_4] (15)

donde P es una matriz de k x n — k y las matrices Iy, y I,,_x
representan la matriz identidad de dimensién ky n — k,

respectivamente.
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Decodificacién de Cédigos Lineales (1)

e La decodificaciéon de un cédigo lineal esta intimamente ligada a las

esferas de decodificacion (Hamming).

En el caso de un cédigo lineal, las palabras de codigo pueden ser

listadas en una matriz, conocida como arreglo estandar.

Recordemos que

Esf(t;c) = {v| d(v,c) < t} (16)

Si Esf(t; c;) NEsf(t;cj) = () para todo i # j, el cédigo puede

corregir hasta ¢ errores.
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Decodificacién de Cédigos Lineales (2)

e Sj el cédigo es lineal, 0 € C por lo que
Esf(¢;0) = {v]| d(v,0) < t} (17)
y en general

Esf(t;c) = {v| d(v — ¢,0) < t}
= Esf(t; c) = Esf(¢;0) +

e Por lo tanto, describir la totalidad de las esferas de decodificacion
basta con describir las esfera en torno a 0 y obtener el resto por
traslacién.
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Decodificacién de Cédigos Lineales (3)

e El arreglo estandar es una tabulacién de todas las esferas de

decodificacion.
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Construccion del Arreglo Estandar

Paso 1. Escribir todas las palabras de cédigo en la primera fila:
0 ¢ ¢ ¢c3 ... ¢y

Paso 2. Sea vj el primer elemento no trivial en Esf(¢;0). Luego, la

segunda fila es

O+vy €c1+Vvy C2+Vy C3+Vy ... Cy+Vy

Paso 3. Repetir con el resto de los elementos de la esfera Esf(¢;0).
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Arreglo Estandar (1)

0 cq Co C3 CcM
O+vy €c1+vy C2+Vvy €3+Vvy ... Cy+Vy
O—i—Vj ci+v; c2+v; c3+v; ... cpy+Vy

e El arreglo estandar no produce elementos repetidos.
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Arreglo Estandar (2)

e Por ejemplo, si existiesen dos elementos repetidos en la misma fila,
entonces tendriamos que existen dos palabras de cédigo distintas c¢;
y c; tal que
ci+vi=cj+ v (18)
para algin v; € Esf(¢;0).
e Pero como v; € IFy, tiene un inverso v'; tal que v; +v/; = 0.

* Luego concluimos que ¢; = c;, lo que contradice nuestra hipétesis

original.
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Arreglo Estandar (3)

e Por un argumento similar uno puede demostrar que la misma
columna no puede producir el mismo simbolo en dos posiciones

diferentes.
e ;jCuantos elementos hay en este arreglo?
e Si estamos operando sobre IF¥, existen ¢* palabras de cédigo.
e Por lo tanto el arreglo estandar tiene ¢* columnas.
e Por otro lado, el namero total de secuencias en Iy es ¢".
e Pero C es un subgrupo aditivo de Iy

e |uego la cardinalidad de C divide a ¢".
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Arreglo Estandar (4)

e Luego existen ¢" % filas diferentes en el arreglo.

Esf(t: c:
Lideres (£ c2)
0 , cq c3 o Cyk

;04 vy i c1 + Vi C3 + V1 qu—l»Vl

; 04+vy - c1+vo c3+ vo Cyk V2
Co-conjunto p

3 7

. 0+v; cl+vj c3+vj Cyk +Vj

g 1

10+ anfkfli Ci+ Vynr_g €3+ Vgnk_1 ... Cgbt+ Vgnk_q

’
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Arreglo Estandar (5)

e Sj la esfera tiene j elementos, eso implica que las primeras j + 1
filas del arreglo contienen la totalidad de secuencias que pueden ser

decodificadas de manera exitosa.

e El resto de las filas contiene las secuencias que viven entre las

distintas esferas de decodificacién.
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Sindrome (1)

e No es necesario almacenar el arreglo completo para poder utilizarlo.

e Basta con conocer la primera columna y el resto calcularlo por
traslaciones.

e Los elementos de Esf(t;0) son los patrones de error que el cédigo
puede corregir.

¢ Definicién
Sea r € Iy una palabra recibida. El sindrome de r, que

denotaremos por s, tal que:

s=rH"T. (19)
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Sindrome (2)

e Teorema
Todos los vectores en el mismo co-conjunto tienen el mismo

sindrome.

e Por lo tanto, basta con codificar los lideres de co-conjuntos y sus

respectivos sindromes para determinar la palabra original.
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Resumen

Hemos revisado:
e Codigos lineales
e Matrices generadora y de chequeo de paridad.

¢ Decodificacion, arreglo estandar y sindrome.

32 of 33



Lecturas

e Proakis & Salehi, Communication System Engineering, capitulo 9,
secciones 9.4 y 9.5.

e R. Blahut, Algebraic Codes for Data Transmission, capitulos 3.

e W. Peterson & E. Weldon Jr, Error-Correcting Codes, capitulo 1.
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