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Motivacion

e Hemos visto que en algunas ocaciones, nos resulta imposible

cometer errores en nuestro sistema de modulacién digital.
e jPodemos prevenir de alguna forma la aparicién de estos errores?

e Dicho de otra forma, jpodemos proteger de alguna forma los datos

que estamos transmitiendo o almacenando digitalmente?




Introduccién a CCE (1)

Sistemas de comunicaciones modernos requieren altas tasas de

transmision.

e y con bajas tasa de error (~ 10712).

Debemos lograr este objetivo con recursos limitados: ancho de

banda y potencia.

Incorporacién de redundancia en la transmisién de datos.




Algo de historia (1)

e 1948: Shannon publica “A
mathematical theory of

communications’.

e Introduce la nocién de

capacidad de canal.

e Se establecen dos “escuelas” de

pensamiento: algebraica de y

probabilistica.
e 1950's: Aparecen los cédigos de bloque, basados en principios de
algebra de campos finitos.
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Algo de historia (2)

o Hamming (single errors)

o Reed-Muller (multiple errors)
e 1960's:

o 1960: Bose y Ray-Chaudhuri (1960) y Hocquenghem (1959)
descubren cédigos de bloque capaces de corregir miultiples errores y
proveer altas tasas.

o Estos cédigos se conocen como BCH.

o 1960: Reed y Solomon (1960) y Arimoto (1961) descubren una clase
similar de cédigos para canales no binarios.

o Estos cédigos se conocen como Reed-Solomon.
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Algo de historia (3)

e La segunda avenida de desarrollo ve el problema de codificacion y

decodificacién con un enfoque probabilistico.

e Se buscaba determinar la probabilidad de error de una familia de

cédigos, aunque ella no pudiese ser descrita en términos precisos.
e Se establece la idea de decodificacion secuencial.
e De particular relevancia resultan los cédigos convolucionales

e 1967: Andrew Viterbi propone un algoritmo para decodificacion

secuencial éptimo

e 1970's: se funden ambas visiones del problema de codificacién.
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Algo de historia (4)

e Massey y Forney proponen la teoria algebraica de cédigos
convolucionales
e 1966: Forney pone el primer bloque con su teoria de cédigos

concatenados.
e 1970: Aparecen los cédigos de Goppa.
e 1980's: CCE comienza a llegar a la eletrénica de consumo:

cédificacion RS se utiliza en la lectura y grabacién de discos
compactos.

e Aparecen cédigos euclideanos que reemplazan la codificacion
algebraica en transmisiones telefénicas.
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Algo de historia (5)

e 1990's: se hace evidente la convergencia de comunicaciones

digitales, procesamiento de sefiales y codificacion.
e 1993: Berrou presenta los cédigos turbo.

e 2000's: aplicaciones de CCE es central en aplicaciones de

comunicaciones inaldmbricas, redes de sensores, etc.

e Los codigos LDPC (low density parity-check) son “redescubiertos” y

se vuelven la promesa de la década.

e Se difunden ideas como codificacién en red (network coding).
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El canal de comunicaciones discreto (1)

e Un sistema de comunicaciones conecta fuentes de datos con
usuarios mediante canales.

e Definicién:
Un canal es discreto ssi transmitan simbolos de un alfabeto con un
namero finito de posibles valores.

e En general, un canal discreto queda completamente definido por la

probabilidad de transicién entre los simbolos de la entrada y la

salida Q(y|z).

X — QUlz) —— Y

10 of 36



El canal de comunicaciones discreto (2)

e Un ejemplo fundamental es el Canal Binario Simétrico (BSC)

descrito por las ecuaciones

Pr(0/0) = Pr(11) =p
Pr(0[1) = Pr(1|0) =1 —p.
p
0 > 0

L—p
1-p
1 1
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El canal de comunicaciones discreto (3)

e Otro ejemplo habitualmente encontrado es el canal binario con
simbolo de borrado (BEC), que permite describir la situacién en

que un simbolo se pierde en la transmisién.

Pr(0/0) = Pr(1]1) =p
Pr(0le) = Pr(1le) =1 —p.
p
0 > 0

l-p
€
1-p
1 1
p
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Alfabetos de mayor cardinalidad (1)

e Es habitual encontrar aplicaciones donde se utilizan alfabetos no
binarios.
e En cédigos cualquiera de estos alfabetos se estudia mediante el

conjunto representante
A={0,1,2,...,q—1} (1)

e Para poder operar sobre este alfabeto, y finalmente codificar, es
necesario dotar al conjunto de dos operaciones: adicién @ y

multiplicacién ®.
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Alfabetos de mayor cardinalidad (2)

e Para algunos conjuntos particulares, estas operaciones satisfacen las
siguientes propiedades:

(1) Cerradura: si z,y € A entonces z dy € A.

(2) Asociatividad:  ® (y @ z) = (x B y) ® z para todo z,y,z € A.

(3) Elemento neutro: existe un Gnico elemento e € A tal que
ePr=xPe=ux, paratodozr € A

(4) Elemento inverso: para cada = € A existe un Gnico elemento —x € A
talque @ —x =e.

e En este caso se dice que la estructura (A, @) es un grupo.
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Alfabetos de mayor cardinalidad (3)

e Si ademas se tiene que la operacidén es conmutativa, esto es,
rPy=ydx

para todo x,y € A entonces el grupo es abeliano.

e Cuando (A,@) y (A,®) son grupos abelianos, y ademas ®

distribuye con respecto a &:
TB(YRz)=(dy) (& 2). (2)

decimos que (A, ®,®) es un campo finito o campo de Galois y
lo denotamos por .
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Alfabetos de mayor cardinalidad (4)

e Esta estructura nos permite

algo bastante poderoso: agrupar

elementos en tuplas de largo £, I
it -|--a” ]
que son elementos de un : | ' :
espacio vectorial ! ! !
! ,.----r---:.

e Este espacio vectorial, denotado (O o

como IF’; tiene cardinalidad

finita igual a ¢".
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Problema de codificacién (1)

e Vamos a considerar dos tipos de secuencias de simbolos:

o Secuencia de datos: secuencia de simbolos a la entrada de un
codificador.

o Secuencia codificada: secuencia de simbolos a la salida del codificador.
e El codificador es un dispositivo que mapea secuencias de datos en
una secuencia codificada.
e Esta asignacién puede realizarse de dos formas:

o codificando por bloques.

o codificando en forma secuencial utilizando un arbol de decisién.
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Problema de codificacién (2)

e Problema Central: Dada una secuencia de datos representada en
forma binaria, el objetivo de la codificacién es agregar redundancia
de forma de poder determinar si la secuencia recibida contiene

errores y eventualmente corregirlos.

e Un cddigo binario de tamafio M y largo de bloque n es un

conjunto de M palabras binaria, cada una con n bits.

e Si M = 2*, entonces los denotamos cédigo binario (n, k).
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Problema de codificacién (3)

e El cuociente
n
R=— 3
. ()
recibe el nombre de tasa del cédigo.

e Diremos que se ha cometido un error si la secuencia recibida difiere

en una o mas posiciones con respecto de la secuencia transmitida.
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10101
10010
01110

(
e !
(
(11111

)
) , M =4, n=5.
)
)

e Este codigo nos permite representar 4 palabras binarias de datos de

largo 2 bits.
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Ejemplo (2)

¢ Por ejemplo

00+~—10101
01+—10010
11+—01110
10+—11111.
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Construccién de buenos cédigos (1)

e El objetivo de la teoria de cédigos es encontrar “buenos” cédigos.
e ;Qué se entiende por buenos?

e Que corrijan un alto namero de errores manteniendo una tasa

cercana a 1.

i Cémo podemos desarrollar esta basqueda?

Digamos que tenemos un cédigo binario (n, k) y queremos buscar
todos los cédigos que difieran en al menos d posiciones respecto de

las otras palabras.
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Construccién de buenos cédigos (2)

e Una opcién para buscar estos cédigos es dejar que un computador

haga una biusqueda exhaustiva de todas las combinaciones posibles.
e jDe qué orden seria esta busqueda?
e Existen 2* palabras en cada cédigo en cada cédigo binario (n, k).
e Por lo tanto, el cédigo tiene n x 2F simbolos binarios.
e P: ;De cuantas formas uno puede elegir esto n x 2¥ simbolos?
e R: 2nx2*,
e Por lo tanto, el espacio de bisqueda es de tamafio gnx 2 cédigos

binarios (n, k).
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Construccién de buenos cédigos (3)

e Sin =40y k = 20, entonces existen 210:000:000 c5digos binarios
(40, 20).

e Los métodos de fuerza bruta son impracticables con estos nameros.
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Codigos de Bloque

[Definicion]
Un cédigo de bloque de tamafio M sobre un alfabeto con ¢ simbolos,
es un conjunto con secuencias g-arias de largo n llamados palabras

de cédigo.
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Distancia de Hamming (1)

[Definicion]
La distancia de Hamming d(x,y) entre dos secuencias g-arias de

largo n, x e y, es el nimero de lugares en que ellas difieren, esto es,

d(x,y) = Z 1z; # yi(i). (4)

e La distancia de Hamming satisface las condiciones de una meétrica:
o d(x,y) >0, con d(x,y) =0ssix=y.
° d(x,y) =d(y.x)
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Distancia de Hamming (2)

o d(x,z) <d(x,y) +d(y,z).

[Definicion]
La distancia minima de un cédigo C = {¢;| { =0,1,...,M — 1} es
la distancia de Hamming minima entre todos las combinaciones de

palabras de cédigo:

dmin = i d(ci,c;). 5
min ci,cjnelg,li;éj (ci CJ) (5)
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Distancia de Hamming (3)

e Los cédigos de bloque son usualmente juzgados por 3 parametros:
n, k and dmin.

o Frecuentemente se los denota por (n, k, dmnm)-

28 of 36



Cota fundamental para el namero de errores (1)

e Sea C(n, k,dmin) un cédigo de bloque.

e Supongamos que se transmite ¢; € C, para algin [.

Sea r la palabra recibida y supongamos que d(c;,r) = 1.

e Supongamos ademas que la distancia con todas las otras palabras

de cédigo con r

d(cj,r) > d(cy,r), Vj#l,

Entonces, podriamos corregir un error pues c; es la palabra mas

Cercana ar.
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Cota fundamental para el namero de errores (2)

e Consideremos ahora que
d(c,r) =t (6)
y que
d(cj,r)>t, Vj#l
e Entonces podemos corregir hasta t erores.

e Notemos que

dmin = min  d(c;,cj).
circi€C, i)
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Cota fundamental para el nimero de errores (3)

e Como el nimero de combinaciones de indices i y j es finito, existen

dos palabras de codigo ¢; y ¢ tal que
dmin = d(cy, C)- (7)

e En el peor de los casos, r esta en la linea que une ¢; con cy.
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Cota fundamental para el namero de errores (4)

e Luego
d(cl7 ck) - d(c17 I‘) + d(I‘, ck) (83)
>t+t (8b)
>2t+1 (8¢c)
= dmin > 2t + 1. (8d)



Interpretacién geométrica (1)

e Consideremos el espacio de n-tuplas de simbolos sobre el alfabeto
A, ={0,1,...,¢—1}.

e Definiremos la esfera de Hamming centrada en v de radio ¢ como:
Esfy(v) = {w € Iy | d(v,w) < t}. (9)
e Consideremos ahora un cédigo en IFj con M = 2F palabras de
cédigo.
e La condicién para que las esferas no se intersecten es

d(Cl,Ck) >2t+ 1, Ve, cg. (10)
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Interpretacién geométrica (2)

e En particular, esta condicién se cumple para el minimo:

Amin > 2t + 1. (11)
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Resumen

Hemos revisado:
e Introduccién a la codificacién para el control de errores.
e Nociones sobre canales discretos.

e Principios basicos de codificacion de bloques: tasa y distancia

minima.
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Lecturas

e Proakis & Salehi, Communication System Engineering, capitulo 9,
secciones 9.4 y 9.5.

e R. Blahut, Algebraic Codes for Data Transmission, capitulos 1y 3.

e W. Peterson & E. Weldon Jr, Error-Correcting Codes, capitulo 1.
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