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Motivacion

e Consideraremos el problema de deteccién binaria, y lo

aprovecharemos para introducir medidas de desempefio en un canal
AWGN.

e También queremos estudiar los casos con sefializacion antipodal y

no antipodal.

e Hablaremos en forma concreta qué significa disefiar un detector
digital.




Deteccion Binaria (1)

e Consideremos un modelo de probabilidad donde H es una variable

binaria que toma uno de dos valores posibles {hg, h1},

PF{H = ho} = Po
PI’{H = hl} = P1-

e En el contexto de comunicaciones es usual fijar pg = p1 = 1/2, y en

general, equiprobable si hay mas de dos mensajes posibles.




Deteccion Binaria (2)

e Sea R una variable aleatoria cuya densidad probabilidad condicional
dado H es

0 < fra(rlhm) < oo,m € {0,1}.

e La funcién fr g (7|him) recibe el nombre de verosimilitud

(likelihood) en la jerga de test de hipétesis.

e |a densidad marginal de R es
fr(r) = frRip(rlho)po + frim (r|h1)p1 (1)
e Esto se consigue aplicando la regla de Bayes.
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Deteccion Binaria (3)

e Por lo tanto, la probabilidad a posteriori de H es

m T\ hm
Feria(hmlr) = %

e La regla de maxima probabilidad a posteriori puede ser enunciada

como sigue:

Si fH\R(hO|7") Z fH|R(h1|T) decidir hO
Si fu|r(holr) < fur(h1|r) decidir hy




Deteccion Binaria (4)

e Notemos que podemos eliminar fr(r) de ambas ecuaciones para

obtener

Si fria(r|ho)po = frie(rlhi)p1 decidir ho
Si fria(rho)po < fria(rlhi)p1 decidir hy




Deteccion Binaria (5)

e Definiendo la razén de verosimilitudes

_ friE(r|ho)
friu(r|h1)

entonces la regla MAP se escribe como

A(r)

Si A(r) > n decidir hg
Si A(r) < n decidir hy

donde 77 = p1/po es el umbral de decision.

8 of 34



Deteccion Binaria (6)

e En el caso que pg = p1 = 1/2 la regla se se reescribe como

Si A(r) > 1 decidir hg
Si A(r) < 1 decidir hy

y recibe el nombre especial de criterio o regla de maxima

verosimilitud.




Desempefio del Detector Binario (1)

e La probabilidad de error es la medida de desempefio mas

utilizada para evaluar el trabajo de un detector.

e Se define como
pe = Pr{Error} =1 — Pr{h,, es correcto}. (3)

e Podemos encontrar una expresion en términos de las probabilidades

condicionales:

Pe = Po Pr{elH = ho} +p1 Pr{e]H = hl}
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Desempefio del Detector Binario (2)

e Ambas probabilidades condicionales reciben nombres especiales
dependiendo del campo de aplicacion.
e En radares,
o Pr{e|H = ho} es la probabilidad de falsa alarma.
o Pr{e|H = h1} es la probabilidad de pérdida.
e En estadistica,
o Pr{e|H = hy} es la probabilidad de error de primera especie,
mientras que

o Pr{e|H = hy} probabilidad de error de segunda especie.



Desempefio del Detector Binario (3)

e La regla MAP binaria particiona el espacio de observaciones en dos

regiones:
A(r)=n
Ro = {r|A(r) > n} -
Ry = {rlA(r) <n) Jra
12 of 34



Desempefio del Detector Binario (4)

e Ocurrira un error de deteccién si pasa lo siguiente:

H=hyyreR
H=hyr eRy.

e Por lo tanto,
Pr{e|H = ho} :/ Frim (rlho)dr, (4)
R1

Prie|H = h} = /R Fra(r|hn)dr. (5)
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Deteccién de Sefiales PAM (1)

e Considere un esquema modulacién PAM del tipo
A € {—a,a}

o) = i Ays(t —IT)
l=00

para algin pulso de Nyquist s(t).
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Deteccién de Sefiales PAM (2)

e Suponga que la sefial recibida por el receptor es
R(t) = C(t) + N(t) (6)

donde n(t) es un proceso de ruido blanco aditivo Gaussiano de
potencia Ny /2.
e Luego, como n es estacionario entonces

nZ
fn(n) = \/ﬁexp (* —>

15 of 34



Deteccion de Sefiales PAM (3)

e Consideremos que el sistema previene interferencia intersimbdlica,
de modo que podemos estudiar el problema como si fueran sélo

variables aleatorias en lugar de procesos;

e Ello significa que podemos eliminar el tiempo de nuestro modelo y

obtener una ecuacién con variables aleatorias:

R=C+N



Deteccion de Sefiales PAM (4)

e Pero C' puede tomar sélo dos valores: +a o —a. Por lo tanto
R=+a+ N

o bien
R=—-a+ N

dependiendo de si C'=a o C = —a.

17 of 34



Deteccion de Sefiales PAM (5)

e Las densidades condicionales son entonces:

1 (r —a)?
fru(rl+a) = \/WT/QGXP(— Ny )

1 (r+a)?
fR|H(7“\ —a)= Wexp < - No )
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Deteccion de Sefiales PAM (6)

e La razén de verosimilitud es

~ Jru(rl+a)

 fru(r]—a)
—(r—a)®>+(r+ a)2>
No

A(r)

—exp (
4ra>

e (5o
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Deteccién de Sefiales PAM (7)

e Notemos que podemos calcular el logaritmo de A(r) para obtener

una regla aun mas simple:

log(A(r) = 3

por lo tanto definimos la regla MAP como sigue:

Sir> %ge(ﬁ) decidir a; = a
a

Nyl
Sir< %6(77) decidir a; = —a.
a
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Deteccion de Sefiales PAM (8)

e La probabilidad de error, dado que C = —a corresponde a la

probabilidad que
r> NO 108;3(77)

4a
o equivalentemente que
Nyl
n=r—c>—2ocl de(n)+a. (7)
a

e Dado que N es una variable aleatoria Gaussiana, podemos expresar

esta probabilidad en términos de la funcién Q(-)
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Deteccion de Sefiales PAM (9)

e Recordar que

Q(z) = / \/12_7rexp ( - %Z)du

e Debemos reescalar N (t) de modo que sea N'(0,1).
e Ello se logra definiendo N/+/Ny/2. Por lo tanto,

Pr{e|C = —a} = Pr{ N > No/2log (1) +— /2}

v/ No/2 2a No
[V No/2log,.(n) a
o Q( 2a + A /N0/2>
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Deteccién de Sefiales PAM (10)

e La probabilidad de error que para el caso H = +a se calcula

siguiendo el mismo procedimiento.

e En este debemos obtener una condicién para que

B NO 10ge77

—N >
=4 4a

e Ello produce

O T
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Deteccién de Sefiales PAM (11)

e Recordemos que en un esquema antipodal como PAM, la energia

por bit era & = a?.

e Por lo tanto, ambas probabilidades de error pueden escribirse en

términos de la energia por bit del esquema, como sigue:

28 log,(n)
Pr{e|C = —a} = Q( F;) + m) (8)

26, log.(n)
Pr{e|C = +a} = Q(\/% - m) (9)

e En el caso que pg = p1 = 1/2, la regla MAP se transforma en la

regla ML (maximum likelihood).
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Deteccién de Sefiales PAM (12)

e Por lo tanto

n=1

Pr{e} = Pr{e|C = —a} = Pr{e|C = +a} = Q( %) (10)
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Deteccién Binaria de Sefiales No Antipodales (1)

e Vamos a considerar un problema ligeramente mas complejo: en

lugar de hacer la asignacion antipodal tipica

0+—— —a

11— +a
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Deteccién Binaria de Sefiales No Antipodales (2)

vamos a considerar la asignacion

0'—)[)0

1+—>b1

para nameros arbitrarios by y by, con by < by.
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Deteccion Binaria de Sefiales No Antipodales (3)

e Para analizar esta situacién, definamos

po ot
2
es natural definir entonces
- bo + b1 —by + by
—b —b=1b — —
a 1 1 9 5
- _b0+b1 _—b0+b1
=b—by= 5 bo = 5
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Deteccién Binaria de Sefiales No Antipodales (4)

e Por lo tanto, condicional a la transmision C' = by, la observacion es
R=b+a+N
y condicional a la transmisién C = by, la observacién es
R=b—a+N

Es decir, el problema puede ser reducido al uno de deteccion

antipodal desplazando el ruido en una constante b.
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Deteccion Binaria de Sefiales No Antipodales (5)

e Definimos entonces
N=N —b,
entonces, tenemos que N es suficiente para poder determinar si la
sefial enviada fue +a o —a.
e Esta cantidad recibe el nombre de estadistico suficiente.

e Recordemos que la probabilidad de error de un sistema antipodal

puede ser expresada en términos de la la energia por bit &,.
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Deteccion Binaria de Sefiales No Antipodales (6)

e En el caso de la sefializacion no antipodal tenemos que la energia
por bit (asumiendo que ambos simbolos aparecen en forma

equiprobable), es

b

& > a® + b2 (11)
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Deteccién Binaria de Sefiales No Antipodales (7)

e Es decir, en cada bit se utiliza una fraccién

a2

TR

para enviar el simbolo de la sefial +a, y la fraccion 1 — ~y para

enviar el “tono” c.
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Deteccion Binaria de Sefiales No Antipodales (8)

e Las probabilidades de error son, entonces,

g 1
B B ergb _ IOgen
Pr{e|C = by} = Q<\/70 2\/W> "
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Resumen

Hemos revisado:
e Ejemplos de demodulacién binaria.

e Medidas de desempefio para la demodulacién binaria PAM y no
antipodal.

e Regla MAP y ML.
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