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Contenidos de la Clase (2)

Resumen y Lecturas




Motivacion

e Muchos procesos inherentemente aleatorios son conocidos a través

de mediciones numéricas o arreglos de ellas.

e Las nociones de variable aleatoria y vector aleatorio son el

formalismo introducido en probabilidades para tratar esta idea.




Variables Aleatorias (1)

e Definicion: Una variable aleatoria (v.a.) es una funcién medible

desde el espacio muestral 2 al conjunto de los nimeros reales.

e Se requiere que exista un espacio de probabilidad (€2, F, P) para

poder hablar adecuadamente de variables aleatorias.

e Una funcién f: X — Y se dice que es medible si y sélo si, para
cada B € ), la preimagen de B a través de f pertenece a X, o en

forma mas compacta:

VBeY fY(B)eAX. (1)
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Variables Aleatorias (2)

e La medibilidad de una funcién es una caracteristica mas general que

la continuidad.
e DATO: Toda funcién continua es medible

e La medibilidad es necesaria para evitar hacer calculos que carezcan

de sentido (esto se hace obvio cuando hablemos de distribuciones).

e En lo que sigue una variable aleatoria sera denotada con su nombre

en mayusculas (X).

e Los valores que una variable aleatoria X toma seran denominados

realizaciones de la variable aleatoria, seran denotada en mintsculas




Variables Aleatorias (3)

\V

X(w3) X (we2) X (wsg) X(wr)




Variables Aleatorias (4)

e Conceptualmente, no hay mayor diferencia entre una variable

aleatoria, un vector aleatorio, una secuencia aleatoria o un proceso
estocastico.

e Lo que cambia es el conjunto de llegada del mapeo:
o X : F — R: variable aleatoria.
o X : F — R"™: vector aleatoria.

o X : F — R*: secuencia (o sucesién) aleatoria.

o X : F — Espacio de Funciones: proceso estocastico.




Variables Aleatorias (5)

e Ejemplos de espacios de funciones usados son:

o Cla,b]: espacio de funciones continuas en [a, b].

o L,: espacio de funciones cuya norma p es finita:

161 = ([ 1r@pa) " @

con p > 1.




Distribucién de Probabilidad (1)

e Definiciéon: La funcién distribucién de probabilidad acumulativa

de una v.a. X es
Fx(z) =P{lweQ: X(w) <z} (3)
= P(X <uxz).
e Propiedades:

1. 0< Fx(z) <1.

2. Fx(z) es no decreciente.
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Distribucién de Probabilidad (2)

w

lim Fx(z)=0y 11'1_’1[1 Fx(z)=1.

T——00
4. Fx(x) es continua por la derecha, es decir

lim = F(x).
lim F'(z + €) = F()

5. Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a).
6. P(X =a)=Fx(a) — Fx(a™).
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Distribucién de Probabilidad (3)

e Notar que la es necesario que X sea medible para que la funcién

distribucién esté correctamente definida:

{weQ: X(w) <z} =X - o0,z]
= Fx(z) = P(X (] - 00, 2])).

e El conjunto | — 00, z] recibe el nombre de conjunto de nivel (level

set).
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Distribucion de Probabilidad (4)

FX (l‘)
bopoes ;;. Variagl_e Aleatoria
Iscreta
,__l
«—
— T
1

Variable Aleatoria
Continua

T
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Densidades de Probabilidad (1)

e Definicién: La funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.) de
una variable aleatoria continua X es la derivada de F'x(x) con

respecto a x:
d
fx(@) = - Fx(a). (*)
e Propiedades:

2. /fX(z)dz:I.
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Densidades de Probabilidad (2)

/h Pla< X <b).

4, en general

P(XeA)= / fx(x)dx

z€A
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Funcién de Masa de Probabilidad (1)

e Definicién: La funcién de masa de probabilidad (f.m.p.) de una
variable aleatoria discreta X, corresponde al equivalente a las

densidades de probabilidad del caso continuo.

e La f.m.p. queda definida como

e Propiedades:
1. pi > 0.

16 of 41



____________________________________________
Funcién de Masa de Probabilidad (2)

2. E:h% =1.

3. Pla< X <b) = Z Di-

ia<x<b

4. en general

P(X e A) sz

€A

o

x) = Zpi.

i<z
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Sobre la Relevancia de las Distribuciones

e La funcidn distribucion de probabilidad es un elemento que
caracteriza en forma completa el comportamiento de una variable
aleatoria.

e Esta siempre bien definida, porque es funcién directa de P.

e Aunque las nociones de densidad y funcién de masa son mas
cémodas para trabajar, no siempre se pueden definir.

e Por otro lado, las integrales habitualmente tampoco se pueden

calcular en forma analitica (gaussiana por ejemplo).

18 of 41



V.A. Bernoulli (p)

e Bernoulli (p). Una v.a. Bernoulli (p) es una v.a. que toma sélo dos
valores, como por ejemplo, 0 y 1 con probabilidad py 1 — p.
Aplicacién: modela los errores introducidos por un canal binario, o

los simbolos emitidos por una fuente de informacién binaria.
1 Px ()

1-p

T
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V.A. Binomial (p,n) (1)

e Binomial (p,n). Una v.a. binomial (p,n) es una v.a. que
representa n repeticiones de una v.a. Bernoulli (p).

La f.m.p. corresponde a

(n)pk(l —p)"*’lC 0<k<n
k) =<¢ \k

0 en otro caso

Aplicacion: Esta v.a. modela el namero de bits erréneos recibidos
en una transmisién, en un canal binario que comete errores con

probabilidad p.
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V.A. Binomial (p,n) (2)
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V.A. Uniforme [a, b]

e Uniforme [a,b]. Es una v.a. continua
que toma valores no nulos en el
intervalo [a,b], a,b € R.
Su f.d.p. es fx(x)

1
— (Z<.’E<b

fx(z)={ " : L B
0 en otro caso b—a | |

Aplicacion: Esta v.a. sirve para modelar
parametros sobre lo Gnico que se sabe

es que pertenecen a un rango dado.
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V.A. Gaussiana N[, o] (1)

e Gaussiana N[y, o]. Es una variable cuya f.d.p. es

fx(z) = ! exp(—M), z € R.

o2no 202

La v.a. Gaussiana tiene dos parametros:

o pu: valor medio de X.

o o: desviacién estandar de X respecto de la media p.

La v.a. Gaussiana N (0, 1) recibe el nombre de normal estandar.
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V.A. Gaussiana N[, o] (2)

Aparece frecuentemente en

problemas de comunicaciones.

e Modela el ruido termal 0.4 p=0
o2=1
introducido por los equipos de s
comunicaciones en el canal. =
0.2
0.1
0
_4 -2 0 2 4
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V.A. Gaussiana Ny, d] (3)

e La funcién acumulativa de probabilidad de una N (0, 1) se puede
expresar de dos formas:

o La funcién de error erf(x), que corresponde a

2

erf(z) £ / \/12_7Texp(f %)du:FX(z).

o La funcién Q(z) definida como

2

Qz) 2 / \/12_7Texp(f %)du: 1— Fx(x).

e La funcién Q(x) representa el area en la cola de la distribucion.
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Propiedades de la Funcion Q(x)

* Q(—z) =1-Q(x)
£ Q) =
* Q(o0) =0.

1




Cotas para la Funcién Q(x)
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Funcién de una Variable Aleatoria

e Una funcién Y = g(X) puede ser una variable aleatoria también.

e Si la funcién es continua o al menos tiene un nimero finito de
discontinuidades, podremos asegurar que Y es una variable

aleatoria también.

e La distribucion de Y la podemos obtener utilizando la definicién

Fy(y) = Plw e Q: g(X(w)) <y} (6)
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Ejemplo (1)

Sea X una v.a. Gaussiana con media p = 0 y desviacién estandar

o = 1. Determine la funcién densidad de probabilidad de Y = a X + b,
cona,be R, a#0.

SOLUCION

En este caso y = g(z) = az +b. Por lo tanto, z = y-
a

. Por lo tanto,

PlweQ: g(X(w)) <yl=P{lwe: aX(w)+b<y}
y—b}

a

=Plwe: X(w)<
y—0b
= ()
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Ejemplo (2)

Por lo tanto,
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Ejemplo (3)

En este caso entonces tenemos:

Por lo tanto,
1

2ma

(xb)2>.

2a2

fr(y) = eXp(—

Es decir, si X es una variable aleatoria Gaussiana, Y = aX + b
también lo es. En efecto, si X es N'(0,1), entonces Y es N (b, a?).
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Esperanza de una Variable Aleatoria (1)

e La esperanza de una variable aleatoria X se define como

/xfx(x)dx,si la v.a. es continua

E[X]={R (7)
Zmpx(x),si la v.a. es discreta.
TEL
e La esperanza de una funcién g(-), medible, de X es
/g(x)fx(x)dx,si la v.a. es continua
Elg(X)] (8)

= R
Zg(x)px(x),si la v.a. es discreta.
TEZ
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Esperanza de una Variable Aleatoria (2)

e Aunque la nocién de esperanza se puede definir en términos de las
densidades, es una operacién bastante mas general y que tiene

importancia por si sola.

e En el caso que g(z) = €', la esperanza de E[g(X)] recibe el

nombre de funcién generadora de momentos:

0(t) = E[eX] = /etxfx(x)dx, (9)

R

e Esta funcién es la transformada bilateral de Laplace de fx(z).
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Esperanza de una Variable Aleatoria (3)

e Por lo tanto, 0(t) reune toda la informacién necesaria para calcular

fx(x) y viceversa.

e Por otro lado

=3 (tf,)n (10)
n=0 ’
=0 = BleX] =) gE[Xn] (11)
n=0

e Los términos de la forma E[X"] se denominan momentos de la

variable aleatoria.
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Momentos de una Variable Aleatoria (4)

Definicion
El n-ésimo momento de una variable aleatoria X queda definido por

/x"fx(y)dx si X es una v.a. continua
: (12)

E[X" &£ (R
Z " py si X es una v.a. discreta
T€Z
También se utiliza la notacién mg?).
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Utilidad de los Momentos y la Funcién Generadora de

Momentos

e La funcién 6(t) permite:

e}

o

Calcular en forma conveniente los momentos de X.

Puede ser utilizada para estimar fx(z) a partir de mediciones
experimentales de los momentos.

Puede ser utilizada para resolver problemas que involucren sumas de
variables aleatorias.

Se utiliza para demostrar el Teorema Central del Limite.
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Momentos de una Variable Aleatoria (1)

e El momento de orden 0 nos entrega la condicién de normalizacién:

(0)
my = [ [x(y)dz = 1.
/

e El momento de orden 1 es llamado la media, valor esperado o

simplemente esperanza de la v.a. X.

ml) = /9c.fx(y)d:C = .

R

El valor esperado de una variable aleatoria es denotado como E[X].
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Momentos de una Variable Aleatoria (2)

e El momento de orden 2 de una variable aleatoria permite saber cuan

amplia es la variacién de una v.a. en torno a su valor esperado.

e Esto es, se puede interpretar como el grado de impredictibilidad de

una v.a.

e La varianza de una v.a., denotada por 0% se define por
VAR[X] = E[X?] — (E[X]).
La desviacion estandar de la v.a. X se define como

ox = \/VAR[X].
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Momentos de una Variable Aleatoria (3)

e Se cumplen las siguientes propiedades:
f(X)  E[X]  VAR[X]
X  cE[X] VAR[X]
c c 0
X +c E[X]+c VAR[X]

donde X es una v.a. a valores reales, y ¢ € R es una constante.
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Resumen

Hemos revisado:

e Conceptos de espacio de probabilidad, condicionalidad e

independencia.
e Variables aleatorias, distribuciones y densidades.

e Momentos y funcién generadora de momentos.
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Lecturas

e Salehi & Proakis, Communication Systems Engineering, Capitulo 4,

seccion 4.1.
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