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1. Espacios Vectoriales

1.1. Definicién
Sea (V,+) un grupo Abeliano, es decir

+ es ley de composicion interna

+ es conmutativa y asociativa

Existe un neutro, 0 e V, tal que: Vx e V, 2 +0=04+2x =2

Vo € V, existe un inverso aditivo, —x € V, tal que z + (—z) = (—z) + =0
Sea ademas K un cuerpo. Se define la ley de composicién externa:

KxV -V
(Nv) = weV

Se dice que V' es un espacio vectorial sobre K si y sélo si la ley de composicion externa
satisface VA, 3 € K, z,y, € V:

» A+ P =+ bz
s ANz +y) =+ Ny
= A(Bz) = (AB)x

» 1z =z, donde 1 es el neutro multiplicativo del cuerpo K



1.2. Subespacio Vectorial
1.2.1. Definicién

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Se dird que U # ¢ es un subespacio vectorial
(s.e.v.) de V siy solo si:

s Vu,v e Uju+velU
s Ve L,VueU A ueU.

De forma equivalente, se puede decir también:
V)\l,/\g € ]C,vul,lbz € U, AU + Aug € U

1.3. Combinaciones Lineales

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo I, y una coleccién de vectores vy, vg, ..., v, €
V, vy de escalares \q, ..., \, € K. Se denominard combinacién lineal a la suma ponderada
de estos vectores:

Z/\lvl + 4 Ay
i=1

1.4. Dependencia e Independencia Lineal

Sea {v;};_, C V, se dird que el conjunto de estos vectores es linealmente dependiente
n
(I.d), siy solo si: existen escalares {1, ..., A\, }, no todos nulos, tales que >  \jv; = 0.

=0
Si ocurre el caso contrario, es decir:

D Avi=0=X\=0Vi=1.n
i=0

se dird que el conjunto de vectores {v;}!_, es linealmente independiente (1.7).

2. Producto Interno y Normas

2.1. Producto Interno
2.1.1. Definicién

Sean x,y € R". Se define el producto interno (x,y) como el real (x,y) = >\, z;y; € R.
Se define asi una funcion:



,): R"xR" —R
(x,y) —(xy)

llamada producto interno.

2.1.2. Propiedades

Algunas propiedades basicas de esta funcién son:
» Vx,y € R", (x,y) = (y,x)(Simetria)

= Vx,y, %y € R, (x+Xy) = (x,y) + Xy AXy+y) = xy) + (x,5)(Bi-
aditividad).

» VAR Vx,y € R, (Ax,y) = (X, \y) = A (X,y)(Bi-homogeneidad).

» Vx € R", (x,x) > 0A (x,x) =0 < x =0 (Positividad).

2.2. Normas

2.2.1. Definicién

Sea V un espacio vectorial. Una norma en V' es una funcién que satisface las siguientes
propiedades:
[ :V — R, U0

v [|z]| =0 2=0conzeV
w [ Az]| =M Jz|| YAeERVzeV
v |z +yl < |zl + |lyl| Vz,y € V(Desigualdad triangular).

Al par ordenado (V/ ||-||) se le conoce como Espacio Normado.

2.2.2. Algunas normas tipicas

En R” es posible definir muchas normas. Algunos casos mas conocidos:

» Norma euclideana ||z||, = /23 + -+ + 22



« Norma 1 [z, = [ay] + -+ + ||

» Norma infinito o uniforme ||z|| = méx {|z1|,¢ € {1,2,...,n}}

= Norma p [lz]|, = {/|z1]" + -+ [2.|” para 1 < p < oo. (Notar que para p < 1, la
norma no cumple la desigualdad triangular).

También se definen normas en el espacio de las funciones.
Ejemplo 1: SiV ={f: [a,b] — R/ f es continua} = C'[a, b] entonces definimos

e V—R
[flle = sup |f(z)]|
z€[a,b]

Ejemplo 2: Si V = C'[a, b] entonces
IV —R

b
T =/ (@) dz

2.2.3. Normas equivalentes
Dos normas ||-||; v |||, en V se dicen equivalentes, si existen constantes ¢; y ¢z positivas
tales que:
clzlly < llly < e flll; -
2.2.4. Distancia entre dos puntos
Dados dos puntos = e y € V, se define la distancia entre x e y por:
d(z,y) = ||z =yl

Notar que la nocion de distancia entre dos puntos depende de la norma considerada.

3. Generadores de un Espacio Vectorial y Proyecciones

3.1. Bases y Representaciones
3.1.1. Definicion

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Se dird que los vectores {vy,...,v,} C V,
generan V| si y sélo si:
<{U1, ...,’Un}> =V

4



o equivalentemente

Vo e V,3{\}, CK tal que v = Z)‘ivi'

i=1

3.1.2. Definicion

Dado un espacio vectorial V' sobre K, se dird que el conjunto de vectores {v;}._, es una
base de V si y sdlo si:

1. {v;}, es un conjunto l.i

2. V=_{v,....,0})

3.2. Meétodo de Gram-Schmidt

El Método de Gram-Schmidt tiene por objetivo asociar de forma candnica, a una base
dada de R™, una base ortonormal, es decir, todos los vectores pertenecientes a ella son
ortogonales entre si y de norma 1.

Recordar que una proyeccién de u sobre v, esta definida por w = gzsv . Este vector v
representa el vector que minimiza la distancia de u al espacio generado por v.

Una base {vy,...,v,} de R™ se dice ortogonal si

(vis0;) = 0 con i #

Si ademas

=

HUZH = <Uivvi> = 17

se dira que la base es ortonormal

El algortimo de G-S permite contruir una base ortonormal {wy, ..., w,} de R", a partir
de una base de R" {vy,...,v,} dada. Ademds esta base tiene la propiedad extra de, Vk =
L..,n ({vi,...,v.}) = ({ws,...,w,}). Este algortimo funciona de la siguiente manera:

V1

T
(v1,v1)2

1. Definir w; =

2. Definir Uh}g = Uy — <’U2,U)1> W1

Wa
Wa||

3. Hacer wq = 0



4. Repetir hasta obtener n vectores:

Wht1 = V1 — (U1, W1) W1 — (U1, Wa) Wo — -+ — (Vgp1, W) Wk
W1
Wr+1 = 7=
(| W1l



