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Motivacion

e La inherente naturaleza de un sistema de comunicaciones se debe a
dos razones fundamentales:
o La naturaleza aleatoria de las fuentes de informacién

o Las alteraciones y perturbaciones introducidas por el medio de

comunicacion.




Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad

e Concepto fundamental: Experimiento Aleatorio.

Es un experimento cuyo resultado no se puede predecir con certeza.




Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad

e Espacio Muestral: es el conjunto de todos los resultados posibles
de un experimento. Lo denotaremos por Q.

e Un espacio muestral puede ser
o discreto: si el nimero de elementos en () es finito.
o infinito numerable: si el nimero de elementos en ) es infinito, pero
existe una biyeccion entre 2 y los niameros naturales IN.
o no discreto: el resto de los casos.
e Ejemplos:
1. © = {Cara, Sello}: lanzamiento de una moneda.
2. ©=1{1,2,3,4,5,6}: lanzamiento de un dado.

3. [0, 00[: vida atil de una ampolleta.



Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (1)

e Evento: corresponde a un subconjunto del espacio muestral, es
decir, a un conjunto de posibles resultados.

e Ejemplos:
1. E = {el resultado de tirar un dado es un nimero par}.
2. E = {la vida atil de una ampolleta es mayor a 3 meses}.

e Probabilidad P: es una funcién que asigna valores no negativos a
todos los eventos E de forma tal que:
(a) 0 < P(E) <1 para todos los eventos.
(b) P(Q) = 1.
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Espacio Muestral, Eventos y Probabilidad (2)

(c) Si Eq, Es,... son disjuntos, es decir,
ElﬂEJ :(Z)SI ’L#j,

entonces,

oo oo

P(U) =3 P&, (1)

=1 =1




Propiedades Importantes

1. P(E¢)=1— P(E), donde E¢ denota el complemento de E.
2. P() =0.
3. P(BE, U Ey) = P(Ey) + P(Ey) — P(Ey N Ey).
4. Si Ey C E5 entonces P(E) < P(E»).
Ey

Fn E,




Probabilidad Condicional (1)

P: Cémo incluimos nuestro conocimiento de un fenémeno para

calcular su probabilidad de ocurrencia?
e R: Mediante el concepto de Probabilidad Condicional
e Si las probabilidades asociadas a dos eventos Ey y F5 son P(Ey) y

P(E53) respectivamente, y un observador sabe que E3 ha ocurrido,

cambia la probabilidad que ocurra E4?

e Si hay alguna relacién entre los eventos, entonces la ocurrencia de
E5 puede cambiar P(E7). Si no la hay, entonces P(E;) debe

mantenerse inalterado.
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Probabilidad Condicional (2)

e Ambas situaciones quedan resumidas en la siguiente férmula:

I{P(El N Es) P(E
PE|Ey) = {  P(E) 70 (2)
\O en otro caso.

e Si la ocurrencia de E5 no afecta E7, decimos que los eventos son

independientes.
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Probabilidades Totales

e Particiéon: una particién de un conjunto €2 es una conjunto de
subconjuntos de € tal que
(i) E- NE; =0 para todo i # j.
(i) U E; =Q.

. Teorema (Probabilidades Totales): Sea A C 2 un evento

cualquiera, y asuma las probabilidades condicionales

n
{PaE)}
conocidas, donde los {E;}?_; forman una particién sobre ).

Entonces
n

P(A) =Y P(E;)P(A|E). (3)

=1
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Regla de Bayes

e Las férmula de probabilidades totales puede ser utilizada para

calcular

P(E;]A)

e Corolario (Regla de Bayes): Sea A C Q) un evento cualquiera, y

asuma que las condiciones para el teorema anterior se mantienen.

Entonces P(EPAIE
P ) - PUPAIE) n
];P(Ej)P(A!Ej)



Variables Aleatorias (1)

e Definicién: Una variable aleatoria (v.a.) es una funcién medible
desde el espacio muestral 2 al conjunto de los niimeros reales.

e Las variables aleatorias se denotan con mayiisculas X, mientras que

los valores que ellas toman (realizaciones) con mindsculas .
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Variables Aleatorias (2)

A\ 4
=

X (w3) X (ws) X (wa) X (w1)




Distribucién de Probabilidad (1)

e Definicién: La funcién distribucién de probabilidad acumulativa

de una v.a. X es

Fx(z) =P{lweQ: X(w) <z} (5)
= P(X <uz).

e Propiedades:
1. 0< Fy(z) < 1.
2. Fx(z) es no decreciente.
3. wll;mooFX(x) =0y lim Fx(z)=1.

r——400
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Distribucién de Probabilidad (2)

4. Fx(x) es continua por la derecha, es decir

lgrg)F(m+e):F(x).

5. Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a).
6. P(X =a)=Fx(a) — Fx(a™).




Distribucién de Probabilidad

FX (:E)

1 r-------- -~—— . .

Varlalslitsec,?;::tona
,_l
-—
—
—_— €T
FX (LE)
1

Variable Aleatoria
Continua
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Densidades de Probabilidad (1)

e Definicién: La funcién de densidad de probabilidad de una

variable aleatoria continua X es la derivada de Fx(x):

d

fx(@) = - Fx (@) ©)

e Propiedades:
2. [ fx(z)dx =1

3. fbe(x)dx =Pla< X <b).

a
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Densidades de Probabilidad (2)

4. en general

P(X e A)= / Ix(x)dx

z€A

5. Fx(x) :_ZO Fx(u)du.




Funcién de Masa de Probabilidad (1)

e Definicién: La funcion de masa de probabilidad (f.m.p) de una
variable aleatoria discreta X, corresponde al equivalente a las

densidades de probabilidad del caso continuo.

e La f.m.p. queda definida como

e Propiedades:
1. pi >0
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Funcién de Masa de Probabilidad (2)

3. Pla<X<b)= > p;
ia<z<b
4. en general
P(XeA) =) p

i€A
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V.A. Bernoulli (p)

e Bernoulli (p). Una v.a. Bernoulli (p) es una v.a. que toma sélo dos
valores, como por ejemplo, 0y 1 con probabilidad py 1 — p.
Aplicacién: modela los errores introducidos por un canal binario, o

los simbolos emitidos por una fuente de informacién binaria.

A px(x)
1-p
P e
x
0 1
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V.A. Binomial (p,n)

e Binomial (p,n). Una v.a. binomial (p,n) es una v.a. que
representa n repeticiones de una v.a. Bernoulli (p).

La f.m.p. corresponde a

en otro caso

Aplicacién: Esta v.a. modela el nimero de bits erréneos recibidos
en una transmisién, en un canal binario que comete errores con

probabilidad p.
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V.A. Binomial (p,n)
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V.A. Uniforme [a, b]

e Uniforme [a,b]. Es una v.a. continua que toma valores no nulos en
el intervalo [a,b], a,b € R.
Su f.d.p. es

1
= a<z<b
b—
fx(@) =477 :
0 en otro caso

Aplicacién: Esta v.a. sirve para modelar pardmetros sobre lo Gnico

que se sabe es que pertenecen a un rango dado.

fx ()
1 —_————
b—a
) x
a
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V.A. Gaussiana N[, o]

e Gaussiana N[y, o]. Es una variable cuya f.d.p. es

fX(w):;exp(—M), z € R.

2o 202

La v.a. Gaussiana tiene dos parametros:

o u: valor medio de X.

o ¢: desviacion estandar de X respecto de la media p.

La v.a. Gaussiana N (0, 1) recibe el nombre de normal estandar.
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V.A. Gaussiana N[, o]

0.4rf

03r

Ix (k)

021

0.1t




V.A. Gaussiana N[, o]

o Aparece frecuentemente en problemas de comunicaciones.
e Modela el ruido termal introducido por los equipos de
comunicaciones en el canal.

e La funcién acumulativa de probabilidad de una A/(0,1) se puede
expresar de dos formas:

o La funcién de error erf(x), que corresponde a

erf(z) £ / \/%exp ( - g)du = Fx(z).

o La funcién Q(z) definida como

Q(x) é/\/%_wexp<f g)du: 1— Fx(x).

e La funcién Q(x) representa el area en la cola de la distribucién.
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Propiedades de la Funcién Q(x)

o Q(-x)=1-Q()
« Q) =3
* Qo) =0

\/217r_$<1—%>exp(—%) < Qx) < \/217r—xexp(_%2) (8)

para todo x > 0.
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Cotas para la Funcién Q(x)
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Funcién de una Variable Aleatoria

e Una funcién Y = g(X) puede ser una variable aleatoria también.

e Si la funcién es continua o al menos tiene un namero finito de
discontinuidades, podremos asegurar que Y es una variable

aleatoria también.

e La distribucién de Y la podemos obtener utilizando la definicién

Fy(y) = Plw e Q: g(X(w)) <y} (9)
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Ejemplo

Sea X una v.a. Gaussiana con media ¢ = 0 y desviacién estandar

o = 1. Determine la funcién densidad de probabilidad de Y = a X + b,
con a,be R, a#0.

SOLUCION

En este caso y = g(z) = az +b. Por lo tanto, z = y-
a

b
. Por lo tanto,

Plwe: g(X(w)) <y}=PlweN: aX(w)+b<y}
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Ejemplo (1)

Por lo tanto,




Ejemplo (2)
En este caso entonces tenemos:
1 x?
d
% =d(z)=a
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Ejemplo

Por lo tanto,

fy(y) = 1 exp(_ (xfb)Z).

2ma 2a2
Es decir, si X es una variable aleatoria Gaussiana, Y = aX +b
también lo es. En efecto, si X es N(0,1), entonces Y es N(b,a?).



Momentos de una Variable Aleatoria

Definicion
El n-ésimo momento de una variable aleatoria X queda definido por
.{ 2" fx(y)dr si X es una v.a. continua
Yy
m) A {R (10)
"y si X es una v.a. discreta
tzGZ

También se utiliza la notacién E[X"].

e El momento de order 0 nos entrega la condicién de normalizacién:

0)
my = [ fx(y)dz =1.
[
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Momentos de una Variable Aleatoria (1)

e El momento de orden 1 es llamado la media, valor esperado o

simplemente esperanza de la v.a. X.
1
o [attopis =
R

El valor esperado de una variable aleatoria es denotado como E[X].

e El momento de orden 2 de una variable aleatoria permite saber cuan

amplia es la variacién de una v.a. en torno a su valor esperado.
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Momentos de una Variable Aleatoria (2)

e Esto es, se puede interpretar como el grado de impredictibilidad de

una v.a.

e La varianza de una v.a., denotada por 0% se define por
VAR[X| = E[X?] — (E[X])*.
La desviacién estandar de la v.a. X se define como

ox = /VAR[X].
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Momentos de una Variable Aleatoria

e El valor esperado de la funcién de una variable aleatoria se puede

calcular generalizando la definicién anterior.

Blg(0)] = [ g(@)fx(x)de.
zER
e Se cumplen las siguientes propiedades:
f(X)  E[X]  VAR[X]
X  cE[X] VAR[X]
c c 0
X+c¢ E[X]+c VARX]

donde X es una v.a. a valores reales, y ¢ € R es una constante.
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Vectores Aleatorios (1)

e En diversos casos nos interesara estudiar el comportamiento

estadistico de conjuntos de variables aleatorios.

e El caso mas elemental corresponde al de un par de variables
aleatorias (X,Y).

e Las definiciones vistas generalizan como siguen:
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Vectores Aleatorios (2)

o Definimos la funcién distribucién de probabilidad conjunta Fxy (z,y)

como sigue:
Fxy(z,y) =P{lweQ: X(w) <z Y(w) <y}
o simplemente
=P{X <z Y <y}

o La funcién densidad de probabilidad conjunta fx y(x,y) se define
como )

fx,y(w,y) = az—ayFX,Y(xay)-
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Vectores Aleatorios

e o La funcién densidad marginal se calcula como

fx(z) = / fxy(z,y)dy

yeR

fr(y) = / fxy(x,y)dr

z€R

o La funcién densidad condicional de una variable Y dado que el valor
de lav.a. X esigual a x es

= - x 0
fyix(ylz) = i fx (@) Sty 7

0 en otro caso
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Vectores Aleatorios

e Otras propiedades importantes son las siguientes:

9 Fx( )ZFX7y($,OO)
° FY( ) Fx y(c0,y)
f f Ixy(z,y)dedy = 1.

—00 —O0

o P(X,Y)eA) = [[ fxy(z,y)dxdy
(m y)EA

e El valor esperado de la v.a. g(X,Y") es

oo o0

E[g(X,Y)]=/ /g(w,y)fx,y(%y)dwdy-

—00 —O0
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Covarianza COV(X,Y) (1)

e La covarianza de (X,Y’) es una medida del grado de relacién o

dependencia que existe entre dos variables aleatorias cualquiera.

e La definimos como
COV(X,Y) = E[XY] - E[X]E]Y]. (11)

e Si COV(X,Y) = 0 entonces E[XY] = E[X]|E[Y] y decimos que

X e Y no son correlacionadas.
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Covarianza COV(X,Y) (2)

* Definimos el coeficiente de correlacién px y como

COV(X,Y)
pPXYy = ———.
oxX0y

e En general, si dos v.a.'s son independientes entonces no estan

correlacionadas. Sin embargo, le falta de correlacién no es suficiente

para implicar independencia.

e El Gnico caso donde tenemos la doble implicancia es cuando (X,Y")

es un par binormal.
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Algunas Propiedades Importante Asociadas a Vectores
Aleatorios (1)

Sea X1, X5,... una secuencia de variables aleatorias, ¢; € R
constantes. Entonces
o E[ZZ: ¢ X;) = ZZ:CZE[X,]
e VAR[Y. ¢; Xi] = ZC?VAR[XZ-] +2 %ﬁ: cic;COV(X;, Xj).
i i i j#i
e VAR[Y. ¢; Xi] = ZC?VAR[XZ'], si XZ y X no estén correlacionados
para ilyé j. '
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Algunas Propiedades Importante Asociadas a Vectores
Aleatorios (2)

Un caso especial lo constituyen un vector aleatorio multinormal. Es
una generalizacién de la v.a. Gaussiana al caso n dimensional. En el

caso de dos variables tenemos la funcién densidad binormal

Fxy (@) ! -5
X,y\x,y) = exXp § —
201094/ 1 — p? 2(1 - p?)
(x—m)? | (y—m)?® 2px— )y — p2) 1
2 + 2 - ( )
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Sumas de Variables Aleatorias

e Existen varias formas de estudiar las propiedades de sumas de
variables aleatorias.

e En el caso de considerar X1, ..., X}, independientes e igualmente
distribuidas tenemos que

o B =S e

=1

e Existen dos resultados mas generales que nos indican el
comportamiento de sumas de grandes cantidades de variables

aleatorias: ellas son la Ley de los Grandes Nimeros vy el

Teorema Central del Limite.
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La Ley de los Grandes Numeros (Versién Débil)

e LGN: Sea X1,...X,, una secuencia de v.a.’s con el mismo valor

esperado ji, y varianza 02 < oo, entonces
JLH(;OP |—Z —px| > e€) (13)

para cualquier € > 0.

e Esto quiere decir que el promedio de variables aleatorias converge

en probabilidad al valor esperado px.



Teorema Central del Limite

e Este resultado nos da una idea del tipo de distribucién que tiene el

promedio de variables aleatorias.

e Sean X1, Xo,... variables aleatorias i.i.d. (independiente e
idénticamente distribuidas) con valor esperado j y varianza o2.

Entonces

dist( ZX) — N(p,0?). (14)

e Esto es, la suma de v.a's converge a una variable aleatoria
Gaussiana con el mismo valor esperado y la misma varianza que las
variables originales.
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Conceptos Basicos sobre Procesos Aleatorios

e Un proceso aleatorio (también llamado proceso estocastico) es la
generalizacién natural del concepto de variable aleatoria al caso de
sefiales.

e En cualquier sistema de comunicaciones uno debe manejar sefiales
dependientes del tiempo.

e En cursos bésicos de sefiales y sistemas ellas son tratadas como
deterministicas.

e Por qué entonces cambiar al enfoque aleatorio?

o Naturaleza fisica de la sefial es aleatoria. Esto corresponde al ruido
térmico en electrénica o al caso del comportamiento de las reflexiones

en la iondsfera para el caso de radio.

52 oPool@ incerteza iroiia de las fuentes de informacién.



Conceptos Basicos sobre Procesos Aleatorios

e Definicién: Un proceso aleatorio o sefial aleatoria corresponde a
un mapeo entre un espacio de eventos {2 y el conjunto de
realizaciones posibles de una sefial. Asociado a ella encontramos un

medida o ley de probabilidad similar a las que encontramos en v.a.’s.

e Un proceso aleatorio es una variable aleatoria generalizada, en el
sentido que toma como valores funciones en lugar de nimeros.
e Ejemplos
1. Sea © € [0, 27| es una variable aleatoria uniforme. Definimos el
proceso aleatorio X (t) = A cos(27 fot + ©), donde Ay fj son
constantes reales.

2. Sea X (t) = X una v.a. uniformemente distribuida en [—1, 1].
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Conceptos Basicos sobre Procesos Aleatorios
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Conceptos Basicos sobre Procesos Aleatorios

e Vemos que para cada w; € €2 existe una sefial X (t;w;) que es
deterministica. Esta funcién recibe el nombre de camino muestral

o realizacién del proceso.

e Para un instante ¢( fijo, X (to;w) es una variable aleatoria.

e Por lo tanto, en cualquier instante, el valor de una proceso aleatorio
es una variable aleatoria.

e Si definimos (to,t1,...,txN) instantes entonces,
(X (to;w), ..., X(ty;w)) define un vector aleatorio.

e Podemos hablar entonces de densidades, valores esperados,

varianzas, etc. de procesos aleatorios.
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Promedios Estadisticos

e Definicién: La media o esperanza de un proceso aleatorio X (t) es
una funcién deterministica denotada por px(t) que en cada
instante de tiempo ¢ es igual a la esperanza de X (¢). Esto es

() = ELX(0)] V.

e Ejemplo: Determinemos el valor esperado de

X(t) = Acos(27 fot + ©), donde
1

fo(0) = 51[0,27@(9)-

Entonces,

21
E[X(t)] = / Acos(27 fot + 8) ——df — 0.
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Promedios Estadisticos

e Definicién: La funcién de autocorrelacién de un proceso aleatorio

X (t) y que denotaremos por Rx (t1,t2) es una funcién definida como
Rx(t1,t2) = E[X(t1)X (t2)]. (15)

e Siel p.a. es continuo, entonces
(o ele o]
x(t1,ta) = / / 129 fx (1), X (o) (£1, T2)d1ds.
—00 —00

e Ejemplo: consideremos nuevamente X (¢) = A cos(27 fot + ©), con ©
uniforme en [0, 27]. Entonces

Rx(t1,t2) = E[A cos(27rfgt1 + 0)Acos(27 fot2 + O)]

= AQE[ cos(2m fo(ty — t2))] + A’E [ cos(2r fo(tr +t2) +20)]
= %2 cos(2m fo(t1 — t2))-
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Procesos Estacionarios en Sentido Amplio

e Nos interesa introducir una nocién de estabilidad o equilibrio para

el caso de procesos estocasticos.

e Esta idea de estabilidad deberia manifestarse como la mantencién
de alguna propiedad en forma independiente del instante en que se

haga la medicién.

e Dependiendo de qué propiedad es independiente del tiempo

hablaremos de distintos tipos de estacionariedad.

e Un proceso estacionario en sentido amplio (wide-sense stationary
process) es aquel cuyo valor esperado y funcién de autocorrelacién

es independiente del instante en que se haga la medicién.
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Procesos Estacionarios en Sentido Amplio (1)

Definicién
Un proceso X (t) es estacionario en sentido amplio (WSS) si se
satisfacen las siguientes condiciones:

(i) ux(t) = E[X(t) es independiente de t.

(i) Rx(t1,t2) depende sélo de la diferencia 7 =t; —ty y node ¢y y

to en particular.

e En general, si sélo decimos que el proceso es estacionario estaremos

diciendo implicitamente que el proceso es WSS.



Procesos Estacionarios en Sentido Amplio (2)

e En este caso, ux(t) = ux y Rx(ti,t2) = Rx(t1 — t2) = Rx(7).

e El proceso X (t) visto en los ejemplos anteriores es WSS.
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Procesos Aleatorios Multiples (1)

e En general, un proceso aleatorio no es un ente aislado.

e Si consideramos un sistema lineal descrito por la respuesta al
impulso h(t), cabe preguntarse cual es la dependencia que existen
entre la salida del sistema Y (¢;w) y su entrada X (¢;w).

e Definicién: Dos procesos X (t) e Y(¢) son independientes si para
cualquier m,n € IN, instantes t1,t9,...,tn ERy 71,...,7m € R
los vectores (X (t1),...,X(tn)) € (Y(71),...,Y (7)) son
independientes.
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Procesos Aleatorios Multiples (2)

e Definicién: Dos procesos X (t) e Y(t) son no correlacionados si

para cualquier m,n € IN, instantes t1,to,...,t, € Ry
Tiy--.,Tm € R los vectores (X (t1),...,X(t,)) e
(Y(m1),...,Y (7)) son no correlacionados.
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Procesos Aleatorios Multiples

e La correlacién cruzada entre dos procesos aleatorios X (t) e Y ()

queda definida por
RX7y(t1,t2) = E[X(tl)Y(tg)] = Ry)((tz,tl).

e Dos procesos X (t) e Y (t) son conjuntamente estacionarios en
sentido amplio (JWSS), o simplemente, conjuntamente
estacionarios, si cada uno es WSS por separado y la correlacién

cruzada depende sélo de la diferencia entre ¢ y to, esto es,

Rxy(ti,t2) = Rxy(t1 —t2) = Rxy (7).
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La Autocorrelacion de la Suma de dos Procesos

e Considere dos procesos conjuntamente estacionarios X (t) e Y (¢).
Determine la autocorrelacién del proceso Z(t) = X (t) + Y (¢).

e Solucién:

Ry(t+7,7) = E[Z(t +7)Z(7)]

= E[(X({t+7)+Y(t+7)(X(7) +Y(7))]
EX(t+7)X(7)] + E[X(t + 7)Y (7)]
+ E[X(T)Y(t+7)]+EY(t+71)Y(7)]
= Rx(7)+ Rxy (1) + Rxy(—7) + Ry (7).
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Procesos Aleatorios y Sistemas Lineales

e Queremos estudiar las propiedades del proceso aleatorio
Y(t)=h=*X(t)

en términos de las propiedades del proceso aleatorio de entrada

X(t) y la respuesta al impulso de un sistema LTI (Linear-time
invariant) dada por h(t).
e Nos interesa conocer las respuestas a las siguientes preguntas:
o Bajo qué condiciones el proceso Y (t) es estacionario?
o Bajo qué condiciones los procesos X (t) e Y (t) seran conjuntamente
estacionarios?
o Cual es el valor esperado y la autocorrelacion de Y'(¢) y cuél es la

correlacién cruzada entre X (t) e Y(¢)7?
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EY (1)]

Sea X (t) un proceso estacionario en el sentido amplio, con media i x
conocida y sea h(t) la respuesta al impulso de una sistema lineal
invariante en el tiempo.

Por definicién
py (t) = E[Y ()] = E[h = X(t)]

=8 / h(t — 7)X (r)dr]

o)

- / h(t — 7)E[X (1))dr

—00
fes}

= / h(t — T)pxdr

—o0
e}

=ux / h(7)dr.

—00

Pﬁ%rJPJ:&nto, 1y es independiente del tiempo.




Rxy(ti,t2)

Rxy(t1,t2) = E[X(t1)Y (t2)]

oo

— E[X(t1) / h(ts — )X (5)ds]

- / h(ty — $)E[X (t1) X (s)]ds

—00

/ h(ts — $) Ry (t, — s)ds

= 7 h(—u)Rx (1 — u)du

= h(—7) * Rx (7).
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Ry (t1,19)

Ry (t1,t2) = E[Y (t1)Y (t2)]

oo

:EWM)/h®—@X@@]
— / h(ta — s)EY (t1)X (s)]ds
— / h(ta — s)Ry,x (t1 — s)ds

_ / h(ts — $)Rx.y (s — t1)ds
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Ry (t1,19)

Ry (t1,t2) = / h(ts — t1 — uw)Rx.y (u)du

_ / h(t — u)Rx.y (w)du
= R)Qy(’l‘) * h(T)

= Ry (1) % h(—7) = h(7).

69 of 99



Densidad Espectral de Potencia de Procesos

Estacionarios (1)

e El contenido de energia de un proceso aleatorio puede ser calculado
o estimado a partir de las caracteristicas espectrales de los posibles

valores que puede tomar.

e Si el proceso varia en forma lenta, la mayor parte de la energia

estard concentrada en las frecuencias bajas.

e Si el proceso varia en forma rapida, la mayor parte de la energia

estara concentrada en las frecuencias altas.
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Densidad Espectral de Potencia de Procesos

Estacionarios (2)

e Una funcién atil para describir el contenido de potencia de un
proceso estocastico es la densidad espectral de potencia o,

simplemente, el espectro de potencia de un proceso aleatorio.

* Notacién: El espectro de potencia de un proceso aleatorio X ()

sera denotado por Sx(f) y serd medido en Watts/Hz.
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Teorema de Wiener Khinchin (1)

Teorema
Sea X (t) un proceso estacionario X (¢). La densidad espectral de
potencia es la transformada de Fourier de la funcién de

autocorrelacién, i.e.,

Sx(f) = §[Rx(7)]. (16)

e Ejemplo: Considere el proceso X (t) = Acos(27fy + ©) antes
estudiado. Sabemos que es un proceso estacionario en el sentido

amplio.
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Teorema de Wiener Khinchin (2)

e Su funcién de autocorrelacién esta dada por

Rx(1) = A?z cos(27 fo1).
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Ejemplo

e Por lo tanto, su densidad espectral de potencia es

A2 A2
Sx(f) = f[7 cos(27 foT)] = 7(5(f — fo) +4(f + fo))-
sulf)
A? A
T 4
‘ f
—fo Jo
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Potencia de un Proceso Estacionario (1)

e La potencia total de un proceso es la suma del contenido de

potencia a lo largo de las distintas frecuencias.

e Si X(t) es un proceso aleatorio, la potencia del proceso, que

denotaremos por Px es

&:/&Mﬁ (17)
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Potencia de un Proceso Estacionario (2)

e Si el proceso es estacionario en sentido amplio, entonces

Rx(r) = / Sx (f)e2Itaf

= Ry (0) = / Sx(f)df = Py.
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Espectro de Potencia en Sistemas LTI (1)

e Determinamos que en un sistema LTI uy, Ry(7) y Rx y(7)

preservan las propiedades del proceso de entrada.

e En particular,

Ky = fix / h(t)dt = px H(0).

Ry (1) = Rx(7) * h(—7) x h(7)
Rxy(7) = Rx(7) * h(—7)
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Espectro de Potencia en Sistemas LTI (2)

e Por lo tanto

Sy (f) = Sx(NIH(f)>. (18)

e El espectro cruzado de potencia Sx y(f) se define como

Sxy(f) = F[Rxy(7)] (19)




Espectro de Potencia en Sistemas LTI

e En el caso de un sistema LTI tenemos
Sxy(f) = Sx(f)H*(f). (20)
e Como Rxy(7T) = Ryx(—T), entonces

Syx(f) = Sxy = Sx(f)H(f).
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Motivacion Fisica

e Considere una resistencia R.

e El movimiento de los electrones al interior de R sera proporcional a
la temperatura de la resistencia. Mientras mayor sea ésta, mayor

serd el movimiento de los electrones.
e La temperatura tiene un efecto directo en la corriente circulante.

e Cada electrén puede verse como una pequefia fuente cuyo
comportamiento es independiente del resto de los electrones.
e La corriente total serd la suma de las contribuciones de las

corrientes generadas por todos los electrones.
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Motivacion Fisica

e Si modelamos la corriente de j-ésimo electrén como una variable
aleatoria independiente e idénticamente distribuida /; igual al resto,
entonces la corriente media total serd el promedio de las

contribuciones de cada una ellas, esto es

1Ly
7 I "= N(ur, o).
=0

e Esto Gltimo proviene de aplicar el Teorema Central del Limite.
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Procesos Gaussianos (1)

Definicién
Un proceso aleatorio X (t) serd un proceso Gaussiano si para todo n
y (t1,...,tp) las variables aleatorias { X (¢;)}_; son conjuntamente

Gaussianas.

Definicién

82 of 99



Procesos Gaussianos (2)

Dos procesos aleatorios X (¢) e Y(t) son procesos conjuntamente
Gaussianos si para todo n,my (t1,to,...,tn) y (71,72, ..., Tm), €l

vector aleatorio
(X(t1),..., X(tn), Y (10),---, Y (7))

se distribuye de acuerdo a una densidad Gaussiana n + m-dimensional.



Propiedades

1. Si un proceso Gaussiano X () pasa a través de un sistema LTI, su
salida Y'(t) es también Gaussiano, y aun mas, los procesos X (t) e
Y (t) son conjuntamente Gaussianos.

2. Si Xy (t), Xa(t),..., X, (t) son conjuntamente Gaussianos,
entonces X;(t) es independiente de X;(t) (para i # j) si y sblo si

X;(t) es no correlacionado con X;(t).
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Procesos Blancos

e Un proceso blanco es aquel en que todas las componentes de
frecuencia aparecen con igual potencia, es decir, es aquel cuya

densidad espectral de potencia es constante.

Definicién: Un proceso X (t) es llamado proceso blanco si su

densidad espectral de potencia Sx(f) es constante para todo f.

Notemos que un proceso blanco tiene potencia total infinita:
oo oo
Px= [ Sx(fdr = [ Sodf = c.
—0o0 —0o0

e En la practica, los sistemas tienen una potencia finita, por lo que

un proceso blanco no tiene significado fisico.
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Proceso de Ruido Termal n(t)

e Sin embargo, el ruido termal tiene una potencia relativamente

constante (entre 0 y 10'2 Hz) a temperatura ambiente.

_ hf
Sn(f) - Q(GXP(%) . 1)

e Para efectos practicos, el ruido termal puede ser considerado un

proceso blanco con espectro de potencia igual a ER donde k es la

constante de Boltzmann y T es la temperatura medida en °K.
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Procesos Blancos

e El valor kT se denota normalmente como Nj.
e La funcién de autocorrelacién de un proceso blanco es

Ra(r) = F[5] = 206(r) (21)

e Propiedades:
1. El proceso de ruido termal es un proceso estacionario.
2. Un proceso de ruido termal tiene media cero.
3. Un proceso de ruido termal es Gaussiano.
4. Un proceso de ruido termal es un proceso blanco con densidad
espectral de potencia
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Filtrado de Procesos de Ruido

El ruido puede ser filtrado por etapas intermedias de un sistema de

comunicaciones o procesamiento de sefiales.

Por lo tanto, es posible que el ruido se transforme en un proceso
pasabandas, es decir, donde la densidad espectral de potencia esta

ubicada en torno a algin f. >> 0.

P: Cémo manipulamos un proceso aleatorio pasabanda?

R: Los caminos muestrales de un proceso pasabanda también son

sefiales pasabanda.
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Filtrado de Procesos de Ruido (1)

e Sea X (t) un proceso aleatorio que es la salida de un filtro

pasabanda, cuyo ancho de banda es W y se encuentra centrado en

torno a una frecuencia central f..

e Por ejemplo

(
1 |f - fc| S w
H(f) = i .
0 otro caso
e El ruido térmico es blanco y Gaussiano, por lo tanto
N, N,
Sx(f) =S H(P = H()
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Filtrado de Procesos de Ruido (2)

e Notemos que si H(f) tiene la expresién del ejemplo, entonces

( No

| — - Jc SW
SX(f):{ 5 |~ fel .

t0 otro caso
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Procesos Pasabanda

e Toda sefial pasabanda puede ser descrita en términos de
componentes en fase X, (¢) y en cuadratura X(¢).

e Esto es
X(t) = Xc(t) cos(2m fet) — Xs(t) sin(27 fot).

donde X.(t) y Xs(t) son procesos pasabajos.
e Otra manera de expresar X () es en términos de un proceso

envolvente A(t) y un proceso de fase aleatoria ©(%).
X (t) = A(t) cos(2m fot + O(t)).

Ambos procesos A(t) y O(t) son pasabajos.
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Propiedades de Procesos en Fase y Cuadratura

Consideremos una sefial de ruido blanco Gaussiano. Si X.(t) y X,(¢)
denotan las componentes en fase y en cuadratura de un proceso

pasabanda X (t), entonces

1. X.(t) y Xs(t) son procesos de media cero, pasabajos,

conjuntamente estacionarios, y conjuntamente Gaussianos.

2. Si la potencia del proceso X () es Px, la potencia de cada una de

las componentes satisface:

Px = Px, = Px, — / S, (f)df.

92 of 99



Propiedades de Procesos en Fase y Cuadratura

3. X.(t) y Xs(t) tienen la misma densidad espectral de potencia, y es

Sx.(f) = Sx,(f) = Sx(f = fo) + Sx (f + fo).

donde S¥(f) es la parte positiva del espectro de X (¢) y Sy (f) es

la parte negativa del espectro.

4. Si +f.y —fc son ejes de simetria de las frecuencias positivas y
negativas en el espectro H(f), entonces X (t) y X(t) son
independientes.
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Ancho de Banda Equivalente del Ruido

e Cuando un proceso de ruido blanco Gaussiano pasa a través de un
filtro, el proceso de salida sigue siendo Gaussiano, pero en general
deja de ser blanco.

e El efecto del filtro altera el espectro de potencia de la salida de

acuerdo a

N,
Sy (f) = Sx(NH)P = H ).
e El contenido de potencia del proceso de salida es
o0 N o
P [ sv(ndr =3 [ 1H0P.
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Ancho de Banda Equivalente del Ruido (1)

e Definimos el ancho de banda equivalente del ruido, denotado por
Bieq como

LR

Buew = =5z

max

donde H2, denota el maximo de |H(f)|.

e Por lo tanto,
Py = NOBneqH (22)



Ancho de Banda Equivalente del Ruido (2)

A

Hméx
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