Apéndice A
Convergencia de Series de Fourier*(v1.1)

EL3005 — Sefiales y Sistemas |

Sea el conjunto de funciones ey, : [0, 1] — C definidas como
def  2mjnz
en(z) = e, (1)

con n € Z.
Los coeficientes de Fourier de una funcién f : [0,1] — C se definen como

F{fHn] = Fln) & (£,en) = / f(@)el()da = / f(@)e 2y 2)

e Convergencia para funciones continuas

Teorema 1. Sea f € CP([0,1]), 1 < p < co. Las sumas parciales Sy, : [0,1] — C definidas como

Su(x) = ) Flklex(x) 3)

k|<n
convergen a f uniformemente con n — 0o. De hecho se tiene que

I1Sn, — flloo < constante x n*er% . (4)

Demostracion: Si f € CP[0,1] entonces existe f (?) y podemos calcular los coeficientes de su serie de Fourier.
Esto es,

F{fP}n] / F® (z (5)
/ £ (@) (el (2)de = / F@)(e®) (2)da (6)
— (2mjn)? Fln] (7)

donde hemos integrado por partes p veces y luego derivado p veces las funciones base €.

Luego, para n < n’ < co tenemos

[Sn = Swl < D IFIKI = Y IF{fPYE]| [(2mk)?| (8)

|k[>n |k|>n
<[ X 1Fr@yme S k|2 o)

|]€|>TL |k:|>n
< Hf(p)Hz % constante x n~ Ptz (10)

*Basado en “Fourier series and integrals”, H. Dym y H.P. McKean, Academic Press, 1972.



La desigualdad en (8) se obtiene por desigualdad triangular y observando que la suma de valores absolutos
desde |n| a |n’| es menor que la suma desde |n| a co. Luego reemplazamos los coeficientes de Fourier de f
para dejarlo en términos de los coeficientes de Fourier de su maxima derivada, f®). Para obtener (9) usamos
la desigualdad de Cauchy—Schwarz y luego usamos la desigualdad de Bessel en el primer término de (9) para
hacer aparecer ||f®)||5. El segundo término en (9) lo acotamos interpretandolo como una suma de Riemann
para una particién uniforme que aproxima inferiormente la integral

o0

L [T, tante x n~2Pt1 11
k_nﬂﬁ\ g _2p 0% = constante X n . (11)

Esto demuestra que S,, converge uniformemente, a la velocidad indicada por el teorema, a “algo”. La pregunta
ahora es: ja qué converge?

Para contestar esta pregunta comenzamos reescribiendo las sumas parciales de la serie de Fourier en forma
conveniente. Con este objetivo se define la funcién kernel de Dirichlet como

Dy(x) = ) ex() (12)

|k|<n
— Z e27rjkx (13)

|k|<n

) 2mj(2n+1l)z _ |

_ _—2mjnx €

e i 1 (14)
_sin(m(2n + 1)) (15)
B sin (7z)

entendiendo, claro, que en esta tltima simplificacién D,,(0) = 2n + 1.

Aunque no lo usaremos aqui, es importante observar que el drea bajo esta funcién en un periodo es 1, pues

/D dm—Z/ en(x (16)

|k|<n
Las sumas parciales S, (x) se pueden expresar usando el kernel de Dirichlet como

Su(a) = Y Flklex(x) (17)

|k|<n
= €k f(y)er (18)
|k|<n / k
/ Z ex(x —y)f(y)dy (19)
|k\<n

Y para esta demostracién nos resultarda mas conveniente escribir las sumas parciales como

1
- /O Do — y) f(y)dy (22)

1—x
=/ Dy (—y) f(x +y)dy (23)
12
= Dn(y) f(x +y)dy . (24)
—1/2

2



Donde primero hemos hecho un cambio de variable y luego observamos que D,,(—y) = D, (y) y que la funcién
D, (y)f(z + y) esta siendo integrada sobre un intervalo de largo 1. Como D, (y)f(x + y) es periddica de
perfodo igual a 1, podemos cambiar el intervalo de integracién de —1/2 a 1/2.

Podemos entender mejor el hecho de si S,, es una buena aproximacién de f al ver un grafico de D,. En la
siguiente figura se muestra Dg. Observamos que al crecer n, el maximo en el origen tiende a co. Al mismo

Dg

=172 172

tiempo, las oscilaciones a ambos lados se hacen cada vez mas rapidas y, mientras no desaparezcan, esperamos
que en promedio se cancelen unas con otras de manera que la contribucién significativa a la integral venga de
una vecindad pequena entorno a y = 0. La idea entonces es tomar ventaja indirecta de este fenémeno.

Para ver si efectivamente S,, estda convergiendo a f, escribimos la diferencia como

1/2
Sulz) — f(z) = / LD = 1) Do)y (25)
1/2
= Q(z,y) sin(7(2n + 1)y)dy (26)
—1/2
o faty)-f@)
Q(:c,y)—{ fa zig (27)

Si consideramos x fijo en [—%, %), como funcién de —% <y< %, Q pertenece a L? [—%, %) y

1/2 e27rjnye7rjy o 6727rjny677rjy

S.0) = 1@ = || Q) S

1 _
dy = % {FLQTH-n] - F{Q7}n]}  (28)
donde QF(y) = Q(z,y)e™™ Y. Aplicando nuevamente la desigualdad de Bessel, tenemos que

D IFLRQTIKP < QI3 < o0 (29)
|k|<n
lo que indica que Q* [n] — 0. Luego, tenemos que lim,, o, S, = f para —% <z < % Tomando n’ — oo en

1
8) obtenemos finalmente que ||.S,, — flloo < constante x n~? t2, O
(

Convergencia en L2[0,1]

Un hecho que no demostraremos aqui es que el conjunto de funciones f € C'[0,1] es denso en L?[0,1]. Esto
quiere decir que toda funcién f € L2[0,1] ya sea pertenece a C''[0,1], o bien, es el limite de una sucesién en
C1[0,1]. Como consecuencia de esto se puede llegar a que el conjunto de funciones e,, : [0,1] — C definidas como

def 627rjmv ’ (30)

en(T)

con n € Z, forma una base ortonormal de L?[0,1].



e Convergencia para funciones discontinuas — Fenémeno de Gibbs

Teorema 2. Para la funcion
-1 si —i<z<0
)= 2

1 st <x<%

0
las aprozimaciones parciales de su serie de Fourier, S, (x), presentan un sobresalto en la proximidad de x = 0

que no desaparece al crecer n (ver figura) y tal que

lim max.S, = 1.089490...

n—oo

Sa(f)

+14

(31)

(32)

Demostracion: Comenzamos escribiendo las sumas parciales S, de forma conveniente usando el kernel de

Dirichlet y luego desarrollamos. Esto es,

Sn(x) = Dn(x) %1 f(x)

1/2 0 1/2
= Dy(z —y) f(y)dy = — Dy (y — x)dy +
-1/2 —1/2 0
—z —z+1/2
__ / Dy (y)dy + / D (y)dy
—z—1/2 —x
z+1/2 T —x+1/2
_ / Du(w)dy + | Daly)dy + / Dy (y)dy
x z+1/2
= [ Dy(y)dy — / Dy (y)dy .
—x —z+1/2

Dn(y - ac)dy

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

Primero observamos que la segunda integral converge a 0 con n — oco. Tomemos, por ejemplo, |z| < 1/4.

Luego, integrando por partes tenemos que

/”1/2 Dy (y)dy = /IH/2 dnfmn 1)y)dy
—x41/2 )

1 z+1/2 d dy

TS /_Hm gy S+ U0) e

_ 1 cos(m(2n + 1)y)
m(2n + 1) sin(7y)

z+1/2 1 a+1/2
- cos(m(2n + 1)y
—at12 T(2n+1) /—x+1/2 (mt 2

(38)

(39)
cos(my)
sin?(7y) @ -

(40)



Luego

< constante x n” ! (41)

x z+1/2
Sn — / D,| = / D,
—x —z+1/2
Entonces, podemos reemplazar S,, por ffl, D,, para estimar el sobresalto. La idea nuevamente es reemplazar
esta integral por una expresion mas conveniente de manejar. Observemos entonces que

x

" D)y - / ' Sin(”(%:;* DY) 4, — / ' (Sm(lwy) _ le> sin(7(2n + 1)y)dy . (42)

€C1[-1/2,1/2)

Al igual que en la expresién anterior, si integramos por partes nos queda que esta expresién también estd
acotada por un multiplo de n~!. Esto nos permite ahora reemplazar S, por

/x sin(7(2n + 1)y) 2 /“(Q”H)y Sinydy
0 Y

dy = —
=z Y T

(43)

Derivando con respecto a x e igualando a 0, encontramos que esta expresién alcanza un maximo en la primera
raiz de sin(m(2n + 1)x) = 0, esto es, en x = 1/(2n + 1). El sobresalto queda determinado por este méximo y
obtenemos finalmente que

2 [Tsi
Sobresalto = — / Smydy = 1.089490. .. (44)
T™Jo Y

O]



