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Por Parseval se tiene que

(@n(t), o (1)) = 57 (Pn(w), Prm(w)) - (1)
Y a partir de
_sin(Wt)  F 1 sifw < W
i) =—4 — YW= { 0 silw|>W (2)
tenemos que
| VTse 39nTs si|w| < forr
n(w) = { 0 si|w| > for 3)
Luego
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<¢n(t)7 ¢m(t)> - 9 e *dw (4)
n _fsﬂ'
1 sin=m
= " eiw(n—m)Ts fsm n—m n—m H (5)

y se concluye asi que {¢y,(t),n € Z} es un conjunto ortonormal.

Desarrollando el producto interno obtenemos

1
Cn = \/ﬁ(%(t%fc(t» (6)
= 27r\1/ﬁ (P, (w), X (w)) (Parseval) (7)
1 fsm jwnTs . 1 > jw(nTs
T PX o= o [ X(w)e T (8)

donde en el dltimo paso podemos extender los limites de la integral debido a que X (w) = 0 para |w| > f,m.
La dltima expresion corresponde a una CTFT inversa por lo que obtenemos finalmente

cn = x(nTs) . (9)

Desarrollando la DTFT que aparece en la expresidon obtenemos

F(UT) = X sme (10)
l=—00
oo L—-1 9]
= > Y fln-mi] ~e‘_j2"f<~”*m“=DFTL{ > f[n—mLJ}' (1)
m=—oo n=0 —j%n m=—00

Aplicando la DFTy, inversa en ambos lados obtenemos

00 L—-1
1 21k 27
Z f[n—mL]:Lk0F<z>eJ2Lk”.

m=—00



(b) No podemos aplicar linealidad de la DTFT sobre la suma de infinitas funciones impulso pues la serie no
converge. Luego, sabemos que la DTFT de f[n] = d[n], n € Z, viene dada por F'(2) = 1. A partir de esto
y aplicando el resultado anterior tenemos que

Z d[n —mlL] = Ze]%k . (12)

m=—00

Ahora si podemos aplicar la DTFT en ambos lados y usando linealidad sobre la suma (ya no es una serie)

obtenemos
_r Z&(Q—M ) (13)

para —m < §) < 7 y se repite periddicamente a intervalos de largo 2.

Si comparamos la suma de funciones impulso en g[n] y G(£2) observamos que al aumentar L la distancia
entre los impulsos en el tiempo crece y la distancia entre los impulsos en frecuencia decrece. Esto es
consistente con el principio de incertidumbre de Heisenberg pues al crecer la dispersién de la funcién en el
tiempo, decrece la dispersién de la funcién en frecuencia.

(a) Desarrollando obtenemos

my[n] = Y hKE[Xn—k&l= > hlklmx[n—k (14)
k=—00 k=—o0
= h[n] @ mx[n] , (15)
y
mzln] = E[Y[n,&)] + E [Wn,&)] = my|n] (16)
= h[n]® mxn] . (17)

(b) Desarrollando y usando el resultado de la parte (a) obtenemos
Cxyln,n+1] = [( [, 8] = mx[n))(Y[n +1,§] —my[n +1])"] (18)

Z hlk n, &) —mx[n])(X[n+1—k, & —mx[n+1-k])"] . (19)

k=—00

—Cx x[nntl—K=Cx x [|—H]
Vemos que C'xy[n,n + l] depende solo de [ de manera que
Cxvyl[l] = h[l] ® Cxx|l] . (20)
(c) Desarrollando y usando el resultado de la parte (a) obtenemos
Cyyln,n+1] = [( [, €] = my [n])(Y[n +1,£] — my[n +1])7] (21)

=S MK EIX(n— k€] —mxln— )Yt eyl b 1)) (22

k=—o00

=Cxy[n—k,n+l|=Cxy[l+k]

h[—=i|Cxy[l — 1] (coni= —k) (23)
-2
= h[-l] ® Cxvyl|l] . (24)

Observamos que Cyy [n,n+1] es solo funcién de I. Usando el resultado de la parte (b) obtenemos finalmente

Cyy[l] = h[-l] ® h[l] ® Cxx|l] . (25)



(d) Desarrollando y usando las propiedades del ruido blanco obtenemos

Czzln,n+ 1] =E[(Y[n,&] —my[n] + Wn, &)(Y[n + 1, — my[n+ 1] + Wn +1,£])"] (26)
=E[Y[n,&] —myn])(YIn+1,¢] —my[n+1])" ]+ E[(Y[n,£] —my[n])W*[n+1,¢]]
Cyy|l] 0
LB 0T+ 1,8 — myln + 1)+ B [Wln, Wl 4+ 1,6] (21)
0 a24]l]

Observamos que Czz[n, n+1] es solo funcién de . Usando el resultado de la parte (c) obtenemos finalmente
Czz[l] = h[~1) ® h[l] ® Cx x[l] + o23]1] . (28)

(e) Ambos procesos, X[n,&] — mx([n]y Z[n,&] — mz[n], tienen valor esperado igual a cero. Sus matrices de
auto—correlacién vienen dadas por Cx x[n,n+1] y Czz[n,n+1], respectivamente, y en ambos casos son solo
funcién de [. Ambos procesos cumplen con las condiciones de procesos estacionarios en el sentido amplio.

(f) Se tiene que Cxx[l] es la matriz de auto—correlacién de X[n,&] — mx|[n]. Luego, su densidad espectral de
potencia viene dada por Sxx(2) = DTFT {Cxx][l]}. De la misma forma Sz7(Q2) = DTFT {Czz[l]}.
Usando el resultado de la parte (d), y observando que

DTFT {h|-n|} = H(-Q) = H*(Q) , (29)
pues h[n| € R, obtenemos

Sz2() = H*(Q) H(S) Sxx () + o (30)
= |H(Q)|2 Sxx () + o’ . (31)



