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ECUACIONES DE SAINT-VENANT

1. INTRODUCCION

Al igual que la mayoria de los flujos en canales abiertos, el flujo en cauces naturales incluyendo el
efecto de un embalse puede describirse utilizando las ecuaciones de Saint-Venant. Si bien estas
ecuaciones se deducen utilizando la hipdtesis de aguas poco profundas (aproximaciones tipo capa
limite), numerosos estudios han demostrado que son también aplicables a flujos rdpidamente variados
como el rompimiento de presa o el resalto hidrdulico (ej. Gharangik y Chaudry 1991; Capart et al. 2003;
Zoppou y Roberts 2003).

La versi6n unidimensional de las ecuaciones de Saint-Venant puede obtenerse de la integracién sobre la
seccion de escurrimiento de las ecuaciones promediadas de Reynolds, utilizando los conceptos de capa
limite que surgen del andlisis de las escalas caracteristicas del flujo. Al utilizar la aproximacién tipo
capa limite, la ecuacion de conservacién del momentum en la direccién normal al fondo indica que la
distribucion de presiones en esa direccion es hidrostatica. Una alternativa mds simple para deducirlas
corresponde al enfoque integral, en el cual la ecuacion del transporte de Reynolds es aplicada a la masa
y al momentum del flujo considerando un volumen de control finito de un tramo del rio. Suponiendo
que la curvatura de las lineas de corrientes es despreciable, puede considerarse que la distribucién de
presiones es la hidrostética, obteniéndose el mismo resultado que el obtenido con el enfoque anterior.

Debido al amplio conocimiento de las ecuaciones de Saint-Venant, por simplicidad, en este capitulo se
realizard la deduccion utilizando el enfoque integral, realizando un balance de masa y de momentum
sobre un volumen de control de largo dx y seccion de escurrimiento A, las secciones que limitan el
volumen de control estin ubicadas en las posiciones x y x+dx respectivamente.. Los principales
supuestos son , (Chow,1988).

- La profundidad varia s6lo en la direccién longitudinal, es decir, en cada seccién transversal la
superficie de agua es horizontal.

- El flujo es gradualmente variado a lo largo del canal, de tal forma que las aceleraciones
verticales pueden despreciarse y la ley hidrostatica es vélida.



- Los efectos de curvatura del eje longitudinal del canal son despreciables.

- La pendiente de fondo es pequefia y los cambios del lecho son muy lentos comparados con los
del flujo (hipétesis cuasi-estética).

- Los coeficientes de resistencia para flujo uniforme y permanente son aplicables al caso
impermanente no uniforme, de modo que la féormula de Manning es utilizable para evaluar la
resistencia al escurrimiento.

- El fluido es incompresible y de densidad constante a lo largo del flujo.

El esquema general, donde se definen el sistema de coordenadas y las principales variables se presenta
en la Figura 1.1. En ella x es un eje longitudinal inclinado respecto a la horizontal, z es un eje normal al
fondo, zr y z, corresponden a las coordenadas que describen al fondo y la superficie libre, A, es la
profundidad del flujo y zz es un eje vertical positivo hacia arriba que describe la elevacion del eje x con
respecto a un nivel de referencia horizontal.

-~
~
~
-~
-~
-
-
-
-~
-~
~
-
-
-~
-
—~
~

75(x)

Figura 1.1 Esquema general del flujo, corte longitudinal

En la derivacion de las ecuaciones se utilizara la regla de Leibniz que establece que:
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2. ECUACION DE CONTINUIDAD

El volumen de control utilizado para la aplicaciéon del principio de conservacién de la masa se
esquematiza en la Figura 2.1. Sobre este volumen de control, V, el teorema de transporte de Reynolds
indica que,
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Figura 2.1 Volumen de control para el principio de continuidad
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La primera integral del lado derecho corresponde a la masa de fluido dentro del volumen de control,
PAdx, donde p es la densidad del agua y A la seccién de escurrimiento, mientras que la segunda integral
corresponde a los flujos mésicos que atraviesan las superficies de control. Suponiendo que no existen
aportes laterales de agua, entonces:
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donde Q corresponde al caudal. Dividiendo por la densidad y aproximando Q.. por una serie de Taylor
de primer orden se tiene que,
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y dividiendo por el largo del volumen, dx, resulta finalmente,
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3. ECUACION DE MOMENTUM

Segutn la segunda ley de Newton la derivada temporal del momentum corresponde a la sumatoria de
fuerzas externas. Considerando la direccién longitudinal, en el teorema del transporte de Reynolds la
propiedad intensiva del momentum corresponde a pV, donde V es la velocidad media del flujo, con lo
cual el principio de conservacion se escribe,
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Despreciando la fuerza que ejerce el viento en la superficie libre, y las fuerzas producto de
contracciones o expansiones bruscas de la seccién, la sumatoria de fuerzas en la direccién longitudinal
se puede resumir en,

> F =F,+F,+F, (3.2)

donde F, es la fuerza ejercida por la gravedad, manifestada como el peso del fluido dentro del volumen
de control, Fyes la fuerza de friccién que ejerce el fondo y las paredes del volumen de control y F), es la
fuerza de presion. La fuerza del peso proyectada en la direccion longitudinal se obtiene como,

F. = pgAd%s (3.3)
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donde g es la aceleracion de gravedad. La fuerza friccional es consecuencia de la accién del esfuerzo de
corte sobre el lecho y las paredes. De este modo si 73 es el esfuerzo de corte sobre el lecho, R), es el
radio hidrdulico de la seccién, ¥ es el perimetro mojado y Sy la pendiente de la linea de energia
entonces,

Tp = pthSf (3.4)
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La pendiente de la linea de energia que puede obtenerse a partir de la ecuacién de resistencia de
Manning:
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donde n es el coeficiente de rugosidad de Manning. Por su parte, la fuerza de presion en la direccién
longitudinal posee dos componentes seglin se muestra en la Figura 3.1. La primera corresponde a la
suma de las presiones que ejerce el flujo en las secciones de escurrimiento que limitan al volumen de
control, y la segunda corresponde a la fuerza que ejercen las paredes de éste. Expandiendo en serie de
Taylor y truncando a primer orden la fuerza de presion que actia en la seccidn ubicada en x+dx, se tiene
que:

JF
F =——_"dx+F, (3.8)
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Figura 3.1 Esquema de las fuerzas de presion, vista en planta.

Considerando la geometria de la Figura 3.2, seguin la ley hidrostatica la presion en el punto z’ es:
p(e)=ps(z, -2) (3.9)

La fuerza de presion F), serd la integral de p(z’) sobre la seccidn, y derivando con respecto a x se tiene,
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Figura 3.2 Seccion transversal del flujo



Utilizando la regla de Leibniz resulta:
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La direccién longitudinal de escurrimiento estd determinada por la pendiente media del fondo, cuya
magnitud corresponde a la inclinacién del eje x con respecto a la horizontal -dzg/dx. La derivada con
respecto a x de zr describe entonces las variaciones locales del fondo en la direccion longitudinal. Si se
desprecia el efecto de éstas variaciones en el balance de presidn, el cual estd representado por el segundo
término del lado derecho en (3.11), frente a las variaciones de la superficie libre y los taludes en la
direccién longitudinal, y expandiendo la derivada dentro de la integral resulta:
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Por otro lado, la fuerza que ejercen las paredes de la seccidn sobre el flujo puede obtenerse considerando
el esquema de la Figura 3.2 y la Figura 3.3. A una elevacion z’, la presion, dada por la ecuacion (3.9),
actiia sobre una longitud proyectada b(x+dx)-b(x). La fuerza total que ejercen las paredes serd la integral
en la direccién normal, del producto de ambos términos, es decir,

b(x,z’) — b(x+dx,Z’)
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Figura 3.3 Esquema para las fuerzas de presion ejercida por las paredes a una elevacion z’
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Expandiendo b(x+dx) en series de Taylor y truncando a primer orden se obtiene:



* ob(z'
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y reemplazando (3.15) y (3.13) en (3.8) se obtiene finalmente:
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Con esto la sumatoria de fuerzas en (3.1) se obtiene utilizando (3.3), (3.6), (3.7) y (3.16).
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Si la inclinacién del fondo es pequefia se puede definir la elevacion de la superficie libre con respecto al
nivel de referencia horizontal como:

Z=z7,+2, (3.18)
con lo que (3.17) queda:
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Para el almacenamiento de momentum, si u; es la velocidad local del flujo en la direccién longitudinal
se tiene:

st.‘[jcjp\/dv :;XI p(”ufdA)dx: paa?dx (3.20)

Mientras que los flujos de momentum segiin x a través de las secciones de entrada y de salida del
volumen de control son:

(3.21)
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Para relacionar las velocidades locales del flujo con el caudal de escurrimiento se utiliza el coeficiente
de Boussinesq £ definido como:

'”L:;dA (3.22)
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entonces la ecuacidn (3.21) puede escribirse de la siguiente forma:
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y expandiendo en series de Taylor y truncando a primer orden, resulta finalmente:
2
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De este modo, el principio de conservaciéon del momentum se obtiene reemplazando (3.19), (3.20) y
(3.24) en (3.1), y dividiendo por pdx. Considerando que el coeficiente de Boussinesq posee valores muy
cercanos a la unidad en cauces naturales, se obtiene finalmente:
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