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INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS FLUJOS BIFASICOS
SOLIDO - LIQUIDO

GENERALIDADES

El andlisis de los flujos bifasicos sélido-liquido es de una complejidad
muchisimo mayor que el de un flujo liquido por cuanto es necesario cuantificar,
ademds de los esfuerzos friccionales o turbulentos del propio fluido, esfuerzos
provenientes de la interaccién entre el liquido y las particulas sé6lidas, entre los
s6lidos entre si y, eventualmente entre los sé6lidos y la pared del ducto por el cual

se tiene el flujo.

Tradicionalmente, los flujos bifasicos s6lido-liquido se han abordado seguin
sea la distribucién de concentracién en la vertical, clasificAndolos basicamente en
dos grupos: mezclas homogéneas y heterogéneas. Los flujos de mezclas
homogéneas se tratan como el flujo de un fluido reolégicamente equivalente,
simplificdindose enormemente el andlisis, por cudnto éste se reduce al andlisis de
un fluido el que, dependiendo de la concentracién de s6lidos puede tener un

comportamiento no-newtoniano.

Las mezclas heterogéneas han recibido hasta hace muy poco tiempo,
fundamentalmente un enfoque empirico, por dos razones: la primera ha sido la
necesidad de tener relaciones de cdlculo para resolver problemas pré&cticos
inmediatos y la segunda es la ausencia de un teoria cerrada que permita abordar

dichos problemas.

El punto de partida de cualquier teoria de flujos de mezclas de sélidos y
liquidos lo constituye el concepto de esfuerzo dispersivo de Bagnold, postulado

en 1954,

_ En estos apuntes se plantean las ecuaciones bdésicas de los flujos bif&sicos
s6lido-liquido, introduciéndose las relaciones que permiten tomar en cuenta las
interacciones entre las particulas que constituyen la fase sé6lida y entre sélidos
y liquido. Las ecuaciones aqui presentadas son generales, en el sentido que son
vdlidas para cualquier flujo de una mezcla sélido-liquido, siendo casos
particulares el transporte hidrdulico de sélidos en tuberiaso el flujo de corrientes

detriticas (aluviones).
ECUACIONES DE CONSERVACION (1-D)

Las ecuaciones de conservacion se refieren bdsicamente a las ecuaciones de
continuidad y momentum, aplicadas a la fase sélida y a la liquida.

Continuidad de la fase s6lida : .‘% (cpg) +_£(_ (cpgvg) =0

Continuidad de la fase liquida : 5‘% ((1-c)py) +.ba; ((1-c)p,v;) =0
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donde c es la concentracién local en volumen, p es la densidad, v es la velocidad,
X es la coordenada en la direccién del flujo y t es el tiempo. Los subindices S yL
denotan a la fase sé6lido y liquido, respectivamente.

En general, las fases pueden considerarse como incompresibles, excepto en
problemas que involucran ondas de presién. Luego, podemos escribir:

ac+6

-a—t- -a—)(- (CVS) =0
d(1-c) . 3 _ -
—ot  Tax (17e) vil=0

Si las fuerzas mésicas se deben s6lo a la gravedad, las ecuaciones de
momentum para las fases liquidas y sélidas son:

d(cv,)
oo [ (oo MG |- 2B o B e puc g

a . a<1—c)vL]=_a<(1_c,P)
P [_éf (1 c';:h) e — ox

-(1-0)py g2 +(1-c) £+(1-c) f+(1-c) £

En las ecuaciones anteriores h representa un eje vertical positivo hacia
arriba y P es la presién. f;., fis y fsw corresponde a los esfuerzos generados a la
interaccién s6lidos-liquido, s6lidos-sélidos y s6lidos-pared, respectivamente. Del
mismo modo f,5, f.. y fiv representan a los esfuerzos resultantes de la interaccién

ligido-so6lidos, liquido-liquido y liquido-pared, respectivamente.
Debido al efecto (o condici6én) de arrastre reciproco, se cumple:

(L-¢) £ +c¢c £=0 .
LS SL

Denotando por < > promedios sobre el drea del flujo, se tiene la ecuacién de
Wallis: -

DV, __op oh
Ps Dts——_é;_ps g j&*(fsr) + <f9w>




DV, P _ ch
P Bt - ax Pr 9 Iz F(Es) * (Erw)

donde V=<v> es la velocidad media en la seccién.

Generalmente < > se omite de las ecuaciones. En general, las ecuaciones
anteriores vienen de una expresién local para la fase k:

Dv,
pk EEE=—VP + pkb + fk

donde £, es la fuerza de interaccién y b las fuerzas mésicas.
Para flujo homogéneo, V. =V, = V y c es independiente de la posicién.

Llamando t. al esfuerzo de corte actuando sobre las paredes, la ecuacién de
momentum aplicada a una tuberia circular de didmetro D se reduce a:

ov av oh\, op 4%, _
o (ST Y &I W) Hm DO

donde:

47 _ 1
St=-3 {{c fa,*t(1-C) £,,] dA

FUERZA DE ARRASTRE EN SISTEMAS MULTIPARTICULADOS

En suspensiones diluidas, es dificil lograr una distribucién homogéneay las’
particulas tienden a conglomerarse. Estos conglomerados se comportan como
particulas m&s grandes y sedimentan mucho mas rapido que las particulas
individuales. Para concentraciones mayores al 5-10% (en volumen), el efecto del
conglomerado en la fuerza de arrastre se hace cada vez més importante. Esto
requiere que la ecuacién de la fuerza de arrastre se vea modificada.

Para una particula sola, la fuerza de arrastre estd dada por:

FD=% py Cp (V,-Vg) (vy-vg) A,

donde C, es el coeficiente de arraste y A, el drea de la particula proyectada en la
direccién del flujo. Para un conglomerado de particulas, la ecuacién anterior se




modifica de la siguiente manera:

_ P Cpg (V,-Vg) (vy-v,) Ay
2 (1-c)t7

FD
donde C,s es un coeficiente de arrastre modificado por el efecto de la

concentracién, dado por:

CDS= ::s ’ Res < 0,2

CDS

=If4 (140,15 Re2*®’), 0,2 < Re, < 1000

Cps=0., 44 , 1000 < Re,

!d(l-—c) (Vvp-vs) PL

Re
] ™

donde 4 es el tamafio de la particula.
Para flujos unidimensionales, la fuerza de arrastre por unidad de volumen
actuando sobre cada particula es:

£ _3Cps PL (v,-vg) |vy-vsl
st 4d (1-c)t7

La fuerza del fluido sobre las particulas se expresa en término del factor
de friccién interfacial C.»:

£ _Cuwp Py, (v, ~vg) |vy-vg]
SL ] d

150 p, C
dpy, |vi-vsl (1-¢)

donde: Cp=1,75 +
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Si no es posible definir un didmetro medio efectivo de la particula, se utiliza
la ley de Darcy:

(vp-vg) (1-c)
fra="Hy = sk

donde k es la permeabilidad del medio (m’)

SEDIMENTACION DE SUSPENSIONES FORMADAS POR PARTICULAS QUE NO SE
CONGLOMERAN Y DE CARACTERISTICAS UNICAS

Consideremos gque las particulas estdn
sedimentando con velocidades vs. Supongamos ademas
que la concentracién en la regién de sedimentacién
(///) es independiente del tiempo y la posicién. De
las ecuaciones de continuidad para ambas fases
resulta que v, y v, también deben ser constantes en
esta regién, por lo que las fuerzas de inercia en las
ecuaciones de momentum, pueden despreciarse. Si se
considera que el efecto de pared es despreciable
(fsv=fv=0), que no hay interaccién entre particulas
(f4=0) y que el efecto de friccién del liquido es
despreciable (f..=0), las ecuaciones de momentum
quedan:

--9p _ oh ¢
k 0 3x Pe 9 % v L,

t>

@]

7 AN
NN

0 dh
O=—j3§ P9 ot frs

Restando: 0=(-pg+p.) g Ql-} + fo -

ox

fLS

La condicién de arrastre reciproco dice: (1-c¢) £, tc fg,.=0

O sea:



ch

0=(-ps+p) g Z-+fa (1+ c)

Considerando el sistema coordenado de la figura %=1 » pPor lo que la
>4

ecuacién anterior se reduce a:

1—C+C)

0=(-pg*p,)g *+ fsl-( l-c

de donde se despeja la fuerza por unidad de volumen de los sélidos sobre el
liquido.

-pL) g

SL _
l-c

En una mezcla que estd sedimentando, el flujo volumétrico netos es nulo en
cualquier seccién.

Qg+Qp=0

f (VgC+vy (1-c))dA=0
A .

c>0, (1~¢) >0, dA >0, v. >0, vs < 0. Como la integral anterior es vélida para
cualquier drea de integracién, se cumple que:

v, c + v, (1-c)=0

en cualquier seccién. Usando la expresiéon péra la fuerza de arrastre por unidad
de volumen




CpsPr, (Vi,—Vg) |V -vy

3
£far Y

y las expresiones para C,s podemos obtener una expresién para la velocidad de
sedimentacién.

Notar que el efecto boyante surge en forma natural de las ecuaciones de
mometum. En efectos, si en las ecuaciones de momentum introducimos la expresién

para fg  =(1-c) (pg-p.) g , Se obtiene:

dap
o=-—3;~pag+(1—c) (pa-pr) g

-—?—ai=[psc+p,,(1—c)]g

En término en paréntesis cuadrado de la expresién anterior corresponde a
la densidad de la mezcla, p.. De este modo, podemos escribir.

dP _ _
?3; pmg

De donde se ve que la densidad de la mezcla determina el gradiente de
presion.

Las relaciones anteriores no son vdalidas en la regién donde se tiene el lecho
sedimentado (YAQL) porque en esta regién no es vdlida la suposicion fs.=0.




FLUDIZACION:

Corresponde a la condicién limite en la que las
particulas sélidas estdn a punto de iniciar el
movimiento en una tuberia vertical, en un lecho
sedimentado:

Consideremos que inicialmente no hay flujo y la
velocidad comienza a aumentarse lentamente. Cuando
el fluido estad quieto, f,.=f,.=0 y £..=0.

Luego, el gradiente de presiones en el fluido
~del lecho depende s6lo de la densidad del fluido.

Considerando f,, pequeiio cuando empezamos a
aumentar la velocidad, los mismo que f.« y fu.,
e o o ] tenemos que las ecuaciones de momentun para las
distintas fases son:

Fase sélida : o=%}%-ps g + g, + £,

. d
Fase liquida : =5}—E:—pL g+ fq

Reciprocidad del arrastre: (1-c) £, + C £q.=0

Restando las ecuaciones de momentun y utilizando la condicién de
reprocidad de arrastre se obtiene:

C
1l-c

0=(pg-pr) g~ for, = fsr — fau

de donde es posible obtener una expresién para la fuerza de interaccién entre los
s6lidos y la pared: ‘

fSL
1-c

Esw=(Ps—Py) 9 -
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Esta fuerza es positiva, disminuyendo a medida que la velocidad del fluido
(y f£s5.) aumenta. Eventualmente se llega a la situacién f..=0. Si se sigue
aumentando la velocidad, las particulas sélidas comienzan a moverse y el lecho
comienza a expandirse, disminuyendo la concentracién y manteniéndose la relacién

£
—o=(PsmpL) g

deducida anteriormente. Si no hay movimiento de particulas, la velocidad media

V estd dada por vV=v (1-c') , donde c* es la concentracién del lecho

(sedimentado).

SISTEMAS DE MULTIESPECIES

Denotando por i a cada especie de sélidos, la densidad media de la mezcla

Pn=PL(1-C) +¥ pgy ¢

donde c, es la fraccién volumétrica de la especie i y C es la concentracién total de
sélidos Cc=X c, .

En los sistemas de multiespecies, se aplican las ecuaciones para £« y Cos,
reemplazando c por C.

, Si los efectos de inercia y fuerzas de la pared son despeciables, entonces
la fuerza de arrastre se equilibra con el peso y las de presién:

Para la especie i f_ ,=(pg;-p,) g (recordar que los f son fuerzas por

unidad de volumen):

Luego:
184, (v -v,,) (1+0,15 Reli*®") (pui-p) g
= (pgy-
d? (1-c)27 s
O 8sea:
gd} (1-c)*7

Vqi =V = -
s1=VL~ (Pgi~Pm) 18, 140,15 Re%¥
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Esta ecuacién muestra que particulas mas densas que el liquido pueden
moverse hacia arriba si son lo suficientemente finas, aunque la mezcla en su
conjunto esté sedimentando (v., > 0 indica flujo ascendente).

La velocidad de sedimentacién de una particula en una mezcla se determina
usando la ecuacién anterior y el hecho que no existe un flujo neto en cualquier

seccién del tubo de sedimentacién: v, (1-C) +Xc,; v, =0

INTERACCION PARTICULA - PARTICULA
Recordemos la ecuacién de momentum para flujo monoféasico:

DV 2 oh
8 T AL A

v, es la velocidad instantdnea.

f.. es la fuerza de origen viscoso que se debe a la presencia de la pared y que se
transmite a través del fluido (también podria denotarse como fi.).

En general, en la direccién x esta fuerza (por unidad de volumen) es:

ot ot 0T,
fLL="( a;x+ a;:x-o- == )

En flujos bifssicos, se tienen fuerzas en las dos fases que surgen por la
presencia de la pared:

Seglin x:

1 ( athx + a"‘-Lyx + athx
1-c\ ox dy dz

fLw=_

Requerimos evaluar los distintas componentes de las ecuaciones anteriores.

Consideremos primero un par de casos simples:
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1) TUBO VERTICAL CON UNA MEZCLA SIN MOVIMIENTO
|

Dv
=2¥ =0 no hay flujo
Dt ( y Jo)

oh
SN ._1 (tubo vertical) d
ay 3

Teniamos que las ecuaciones del movimiento son:

Fase s6lida:

DVI-‘— ap ._.ab.+fm‘+fgw (1)

Fase liquida:

Dv__ dp_ ot
PL -D_\é-: I So4Ligt by (2)

En coordenadas cilindricas:

3 1 [0ty , 1 3

0=———ap,+Psg+fSL-_c_: (__ﬂhr_éf (I_f"y)) (3)
) 1 0 1 0

0y Pia s T (Gt g By )] )

como vg=v,=0 8e tiene que f . =f, =0 . Ademds v, =0 implica t,.=0

Luego, Ec (3) - Ec (4):

1

g (pg-p) -+ [2r,, +1 2
O—Q(Ps pL) c (ayrsyy+r or (Itsry))
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Lty L ge (ETey) =9 (aopL) (5)

Integremos (5) en una seccién transversal del tubo:

n/2
21tf Ec. 5 rdr (6)
0
o pD? 3
- - ,
2n f By Tgyy Ldr= 1 5y (Tayy) (7a)

donde < > denota el promedio en la seccién transversal

D/z a D/2
2“ f -5; (I‘Cﬂry) IdI=27! f d(rtgry) =2n (Itsry) Ig/z
0

[}

=1t D Tory |parep (7b)

En la pared, t.., Y T.. €stén ligados a través de un coeficiente de friccién
estaticos (Ley de Coulomb):

/7
..|__'_'._ é

T:SW

1"ezy'mm:n""'ls Torr |parep (8)
Reemplazando en Ec (6):

nD? 4 nD?
a2 oy (Teyy)*T Dfig Torr |pARED™ 2 <9 (pg=PL)
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‘1.
dy(taYY> — Terr Iparep=CY (Ps=PL) (9)
Suponiendo: .
Terr |PARED™ K <tsyy> (10)
Resulta:
5 (Tay=cE (Pgmpy) (11)
dy< syy) * (Feyy)=cL (Pg=Py

Integrando la Ec (11) con las condiciones de borde y=0, <t.,,.=0-

resulta:

_(pgmpL)agD | oty L
<rsyy)" 4Kn, 1 5 (12)

La ecuacién anterior corresponde a la ecuacién de Janssen para el esfuerzo axial

Expandamos en series: eX*=1 +x+%‘—:- +,
Luego, para distancias pequerias, la Ecuacién de Jahssen se reduce a:
(Feyy)® (Ps~PL) COY
Las Ecs. 10 y 12 dan la variacién de los esfuerzos axiales y en la pared
cuando la mezcla ha sedimentado completamente. (Recordar que para una mezcla

completamente fluidizada, el gradiente de presiones esta dado por %ﬂ =—'pm g ).
b4

i) ESFUERZOS EN FLUJOS DE GRANOS

16

»
W o
-Cssll TBYY

ts&lj

La Ley de Coulomb también puede aplicarse a
situaciones en que los s6lidos estén en movimiento:
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ns depende de las particulas y del material de la mesa. En el caso de reemplazar

la superficie de la mesa por una capa de granos: n_.=tg ¢ donde ¢ es el &ngulo

de fricci6n interna.

g m o
ayy

Bagnolds (1954) hizo el siguiente experimento:

Tsyy Al aplicar un esfuerzo T.,, aparece uno normal
Ts T.,,. Dependiendo de la tasa de deformacién angular,
__r_—*’.'.— Bagnols determiné la presencia de dos regimenes
L ) 0‘ ‘..°0.. "macrovisco" e "inercial", definidos por el nimero de
e I. eceoy,0 Bagnold:
1/232
B="—_—'ps A d ‘.Ya

K

es la tasa de deformacién de la mezcla y A es la concentracioén lineal:

=z

Si B < 40 se tiene el rango macroviscoso, en el que el esfuerzo de corte estd dado
por:

Vs

-1

1:eyx'-"-pL £ (A) ?syx

al producto p, f(A) podemos interpretarlo como una viscosidad equivalente de la
mezcla. Existen varias expresiones paraf (1), por ejemplo: f=a A%/2, a=2,25
Si B > 450 se tiene el rango inercial. Este rango surge como un resultado

de los colisiones de las particulas que se mueven en capas a distintas velocidades.
El esfuerzo de corte debido a este efecto estd dado por:
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Tayx=Ky Po (Ad)? ¥y |7 yxl

Existen varias expresiones para K,. Por ejemplo para el Caso de flujos
detriticos K,=b sen¢, b = 0.042 . La relacién entre t.,. y €l esfuerzo normal

que aparece en un flujo de granos esta dada por:

T 8yx

< =tg a (sl se estd en reposo tg a = tg ¢)
syy

Jenkins y Savage (1983) obtuvieron analiticamente para la regién inercial:

Tagx="0:2 Ky (240) Yoyy

_x (nep) 1/2
Coyy=— i

Q

N

donde a es un pardmetro adimensional en la funcién distribucién de coli'sions Y X,
es una conductividad seudo térmica, la que depende del coeficiente de elasticidad
de las pa;ticulas, e, y de la seudotemperatura ©,:

_ P d (1+e) (8,/m) /2 c? (2-c)
(l_C)L\

Takahashi (1991) presenta los siguientes resultados de Bagnold:
B < 40 : tg a=0,4
B > 450 : A>12, tg a=0,40

A <12, tg a=0,32

p, d? t
Re ocaL=— Y pza
m

Bagnold lig6 tga con un Reynolds local: y
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