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2. FOR

MULARIO BASE

1GDL
Equilibrio
Dinamico mV (t)

Frecuencia Angu

+ov(t)+kv(t)=

lar: , — \F
m

Amort Critico  C;,, = 2VKkm =2me

Razon Amort Critico: 3 — L_

c

c, 2mo

p(t)

Frec. Angular amortiguada; @, = @ 1—ﬁ2

Respuesta a Condicién Inicial:

D

Respuesta permanente Forzada:

mv (t)+cv(t)+kv

v(t) =e (Asir‘l (opt)+B cos(th)) +

P, sin(at — 6)
(t) =14 P, cos(at —6)

i(at-0)
Re

Trans

iente

Factor de Amplificacién Dinamica

D= 1

3]

4

(w2

sin(wt — )
R D- cos(at — 6)

V(”Bw]sin (opt)+V, cos(a)Dt)}

v(t) =e K Vo +
,

gl@-0

Permanente

Decremento Logaritmico: g . In (v, Vi )
27N
Integral de Duhamel:
1 t
v(t) = (t—7))dz
May, 5
Coordenadas Generalizadas

m'Z(t)+c'z(t)+k’z(t)=p(t)

Donde en gene

= [

C

II ||
e LY S—

p'(t) = jpxt)¢

ral

}dx+Zc [4(x, ]

dx+2p

¢(x)] dx +§N: M. g(x, )’ +§N: loa [4, 00T

k()[#(x)] dx+_[EI(x)[¢” dx+2kn[¢(xn)]2

Y 2 K
-

M {400} [0} [K v} = (PO}
Rayleigh : [ ] [M]+b[K]

{v(t)} Zy.(t){
[[K]- Z[M]]{} {0} ={o} [4]

RO={a} [PO] i=1.n

yi(0)=w yi(o):w\"ﬂw

yi(t)"'za)iﬂiYi(t)"'a)izyi(t) =RM)/M; i=1.n

Respuesta

(T} Zw 4} yi(t) = [M PNCRT y.(t)
v(t) F=2 {4 v(t) b= {4} (V)] Zy.(t)

Respuesta Sismica:

Factor de Participacion L; = {¢| }T [M ]{I’}

() =V (80

Fuerza EIéstica{FE (t)} = Z[M ]{ﬂ}{l\aj L V. (t)}

Cortante Basal Q(t) = Zﬁ?a)ivi ()
Aceleracion de Piso: {VT (t)} =Y {¢| }Yi (t)

L
|Vi|:{¢|}ﬁisd (ﬁi’Ti)

M, ={g) [M]{4) i =t..n K; = oM,

Encontramos las condiciones iniciales para cada forma modal.
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3. INTRODUCCION

La respuesta de estructuras se puede clasificar segun el tipo de carga a la cual estén sometidas o por el
tipo de respuesta que presenten. Las cargas pueden ser estaticas o dinamicas; las cargas dindmicas
dependen del tiempo, de la posicién y de su magnitud. La respuesta de una estructura, a su vez, puede
ser estatica o dinamica, si es dinamica actuaran en la estructura fuerzas de inercia, pudiendo estar
presentes ademas fuerzas disipativas.

3.1.1. Demandas - Acciones:

Pull Back o Condiciones Iniciales: La estructura esta sometida condiciones iniciales.

Cl:vo Cl Vv

Figura 3.2 Ensayo de Impacto (salto grupal) sobre pasarela

Demanda Armdnica: Demanda armonicas con periodo caracteristico, T, f(t)z f(t +T). La respuesta
armonica simple puede ser la base de una respuesta dindmica compleja.

T || |mf AAAA
SN | B i Y RVAVAYAY
I771

Figura 3.3. Excitacidn Periédica. Maquinarias y otros.
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Acciones Periddicas No Armoénicas: Presentan un periodo T caracteristico, repitiéndose la funcion en
el tiempo. Se pueden resolver como suma de armoénicos por medio de series de Fourier.

R
\m ||| |

R
T

Figura 3.4 Excitacion Periddica

Impacto

Figura 3.5. Impacto: Accién de Corta Duracién

Demanda Arbitraria:

No obedece a ningun patréon regular. Un ejemplo son los terremotos.

valty 1 NARS 'I.'JI
|

kA J
Irri|]| I| 1” \ [ |r.' |I
||l ||I ||I

g
Vo

Figura 3.6

3.1.2. ¢Cbémo modelar estructuras?

1. Por medio de discretizacion utilizando elementos uniaxiales.

2. Mediante ecuaciones diferenciales como la siguiente:
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0° ov(x,t o%v(x,t
SR )}m—a(tz =Py

3. Por medio de elementos finitos.

4. Usando coordenadas generalizadas, donde se establece una funcion de desplazamiento del tipo
v(xt)=2¢(x)w (1)

3.1.3. Equilibrio

Para determina el estado de equilibrio de una estructura se pueden utilizar los siguientes
métodos:

— Métodos de Energia:

— Suma de Fuerzas: Z FX(t), Z Fy(t), Z FZ(t)
T k(). 3 My(t), 3 Mz).

— Trabajo Virtual.

4. SISTEMAS LINEALES DE UN GRADO DE LIBERTAD

4.1. SISTEMAS DE UN GDL SIN AMORTIGUAMIENTO

Algunos ejemplos de sistemas de un GDL son los siguientes:

Lo (1), 9(0),5(0) L~ OO

k B “
e s
A\ m |—FO k/2 ki2 = _//Z’\? ] ) o(1)
[(O@E) k g e £l

Figura 4.1 Ejemplos de sistema de 1GDL

e

Diagrama de Cuerpo Libre:

— (1), (1), V(1)
Fe() ~—| m |—P0)

Por la 22 ley de Newton se tiene:

—F: (1) + P(t) = mv(t)

Donde: F¢ (t) = kv(t) : Fuerza elastica
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Utilizando Principio de D’Alambert: fuerza de inercia F, (t) =m-V(t) que va en direccion opuesta al
movimiento:

F, (t)+F:(t)=P(t) = mv(t) + kv(t) = P(t)

La ecuacion 2.1 describe el movimiento de un sistema de 1GDL sin amortiguamiento en forma general.
Esta ecuacion se puede obtener, también, aplicando el Principio de Trabajos Virtuales, como se muestra

a continuacion:
1
Ao Y}
1
1

Fe(t) ~—| = F @®) P

4
1
1
1
1
1
1

Para un sistema en equilibrio se debe cumplir que: OW =0

Para el sistema mostrado se tiene:
oW =P(t)ov—-F.(t)ov—F, (t)ov=0
= F, )+ F:(t)=P(t)
4.2. RESOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO,
mv(t) + kv(t) = P(t)
V(t) =V, (t) +V, (t), donde V, (t) esla solucién homogéneay V,, (t) es la solucién particular.
Solucién homogénea:
m-Vi(t) + kv(t) =0
= Vv(t) = Asin(Ct) + B cos(Dt)
v, (t) = Asin(Ct)
v, (t) = Bcos(Dt)

Dénde:

Reemplazando V; ('[) en la ecuacion 2.2:

—mAC?sin(Ct) + kAsin(Ct) =0
= A-mC2 +k]=0 =C=,|—

Del mismo modo con V, (1) :

—mBD? cos(Dt) + kB cos(Dt) =0
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— Bl-mD? +k|=0 :D:\/E
m

/ K
Entonces, C = D = @, donde @ = E [rad/seq] es la frecuencia angular natural del sistema.

Entonces la solucion homogénea del sistema esta dada por:

v, (t) = Asin(wt) + Bcos(wt)  (ecc. 2.3)

4.3. ANALISIS DE SISTEMAS DE OSCILACION LIBRE

Para un sistema con P(t) =0 se tiene que Vp (t) = 0. Si este sistema tiene como condiciones

iniciales V(0) =V, y V(0) =V, se obtiene:

v(0) = Asin(0) + B cos(0) =v, = B =V,

V(t) = Awcos(wt) — Barsin(wt)

¥(0) = Aw cos(0) — Bwsin(0) =V, = A=2
o

Luego, la solucion esta dada por:

v(t) = V—Osin(a)t) +V, cos(wt)
w

Al ver un sistema de este tipo vibrar se observa la suma de las proyecciones de los vectores sobre el eje

real.

vV, .
Figura4.2  V(t) =-2sin(et) + v, cos(mt)
w

Del gréfico anterior se tiene que:

. 2 .
v j 0 = arctg (V—Oj
A
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Luego el desplazamiento se puede escribir como:

v(t) = pcos(wt —0)

A \./0
v(t)
Vo T >
I I
27
1 T=—
f== @
T
Figura 4.3: Desplazamiento versus tiempo.
Dresplacement - Velocity - Aceleration T 4 M: 1 p:Ddoc 3 vo 2
0 : ; b : : .
—

Vel
Act

Time (seg)

Figura 4.4 dinaDespinicial.m

En resumen, para el sistema en analisis se tiene:
Desplazamiento: ~ V(t) = p cos(awt — )

Velocidad: V(t) = —pwsin(at — )

Aceleracion: Vi(t) = —pw? cos(wt — ) = —w*v(t)

Las condiciones iniciales generan el desfase aparente del arménico.

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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Displacement for Diferent Initial conditions T-4 M: 1 p: 0do: 3

Time (sec)

Figura 4.5 Desfase asociado a condiciones iniciales

Al graficar los vectores de desplazamiento, velocidad y se desprende que para un desplazamiento
maximo la velocidad debe ser nula, mientras que para maxima velocidad el desplazamiento debe ser

cero.

Displacement - Velocity - Aceleration T: 4 M: 1 f: 0do: 3 vor 2
10 T T

Desp
Vel

B ‘

=
> 0
]
ot
-4
B
_a b
A0 I I 1 L I L I
o] 2 4 <] 8 10 12 14 16
Time (seg)

Figura 4.6 Comparacién en el tiempo de fase para desplazamiento, velocidad y
aceleracion. Sin amortiguamiento y bajo condiciones iniciales.

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

15



.7 t h
o] W)
yelo]
I P

G
a(7) F\"
a(t)=wt—0

ii(7)|
Figura 4.7

4.4, PESO EN LA ECUACION DE MOVIMIENTO

i v(t)

F Aest
(1)
ﬁn:em: ii(r) (1)

Figura 4.8: Ejemplo de sistema de 1GDL

—M
= v

Al realizar el equilibrio el sistema mostrado en la figura:
X(t) = v(t) + Aest

%(t) = V(1)

K(t) = Vi(t)

ElI DCL del cuerpo es:
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Fo = kx(t) = kv(t) + kA,
: kA . =W
Donde F| _ mX‘(t) y est

Luego: Z F=0= kv(t) + KA + mV(t) =W
= kv(t) +mv(t)=0

En este caso el peso no se considera.

Ejemplo:
P(1
ey, DO
— | —_—
" V(1)
b
\‘9(-")
IR v
| |
I I
a
Figura 4.9: Ejemplo de sistema de 1GDL
En este caso V(t)=b9(t) y las ecuaciones de movimiento a obtener son,

m*' 6(t) + k* 9(t) = P*'(t)
m*V(t)+ k *v(t) = P*(t)

Donde m*, k* y P*(t) son formas generalizadas de la masa, la elasticidad y la solicitacion del sistema.

DCL:
lP (t)
4—
<« Fe (1)
Fe (1) M
le (t;\
I:Iy (t)
Fex (t) Fex (t) A
TFRy (t) TFRy (t)

Figura 4.10
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Entonces:

S, =0=Fe0b+ R 07+ F, (05 + Mo -POS
Ademas:

Fe(t)=kv(t) F,(0)= yab@

F, ()= ;/abé(t)% _ yab%% — ya%(t)

Ny ab, , ,\u(t) ra(a’+b?)
I\/Io(t):loé'(t):yl—z(a +b?) = (12 )-v(t)
a b . a’ . a’+b® .
= P()Z =bkv(t) + m_ V(1) + m V() + m = ()

k*=kb P*(t)zP(t)%

N b a* a*+b’
m*=m| —+—+
4 4b  12b

4.5. ENERGIA

Para un sistema en oscilacién libre la ecuaciéon de movimiento es M -V(t) +k -V(t) =0, sise integra
esta ecuacion en funciéon de V se tiene:

Jdv{F, (t) + F¢ (t) =0}
- j m(t)dv + j kv(t)dv =0

1 t2
Resolviendo las integrales: j. kv(t)dv = E k VZ‘
ti

y dv , dt 1 e
J.rnV(t)dV:J‘ranVEZErnVZ:1

1 212 1 2
“mv(t)’| +Zkv(t
:>2mv() +2 v()

tl

t2

=AE=0

tl

1

Luego: 5 mv(t)z

C

1 2
—kv(t =E
+ 5 v()

%,_J
Energia_cinética  Energia_ potencial
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Entonces la energia del sistema, EC , s constante.

El

Ecin

Epg[ .

\

v(t)
(1) = peos(owr—6)

Figura 4.11: Gréafico Energia versus
desplazamiento.

4.6. SISTEMAS DE UN GDL CON AMORTIGUAMIENTO

Los sistemas con amortiguamiento son aquellos donde actuan fuerzas disipativas.

V() (1), V()
PO

C go)\ﬂ(ogog

Figura 4.12: Ejemplo de sistema de 1GDL con amortiguamiento

(PSS AT TS TS

Las fuerzas disipativas, FD , Se pueden deber a diferentes factores:

Al graficar la fuerza disipativa en funcion del desplazamiento del sistema se obtienen diferentes figuras:

Factores de disipacién Fp

Calor Radiacion

Roce Viscosidad

Coulomb: General Gas: Viscoso Lineal

Mep - N peN-v" a-V" C-V
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I:DE
u#-N
—-p P
—u-N
Fuerza disipativa
por roce

—C-V

Fuerza disipativa
por viscosidad

Figura 4.13: Graficos de disipacion.

Equilibrio Dinamico DCL:

Fo <

Fo <

F,

—P(t)

De donde:
Y F=0=F(t)+F,(t)+F(t)=P(t)
Y como:

F, (t) = mV(t) : Fuerza de inercia
F, (t) = cv(t) : Fuerza disipativas

F: (t) = kv(t) : Fuerza elastica

= mv(t)+cv(t)+kv(t)=P(t) (ecc.24)

Si en un sistema se consideran la fuerza elastica y la fuerza disipativas juntas, como en el sistema del

ejemplo, se dice que el sistema es viscoelastico.

4.7. SOLUCION HOMOGENEA DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO

Para determinar la solucién homogénea se tiene:

mv(t)+cv(t)+kv(t)=0

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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v(t) = Asin(wt) + B cos(awt)

v(t) = Ge™

v(t) = Gse*

Vi(t) = Gs’e®

Reemplazando estos valores en la ecuacién de movimiento (ecc. 2.4):

mGs?®e™ +cGse™ + kGe™ =0

ms®+cs+k=0 : Ecuacion caracteristica (ecc. 2.5).

.o —c++/c? —4km

De donde las caracteristicas de la vibracion de un sistema estan dadas por:

Cc > C, : Sobreamortiguamiento
¢ =C, : Amortiguamiento _ critico
C < C, : Subamortiguamiento _ critico

Caso 1: C=C_ e, = 2VKM =2ma
—C

S=—=-0
2m

Luego:

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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V(D) =Ge ' + G =v(D) =(G +Git)e

=R (BN

Si C2C, el sistemano vibra.

Response Critical Damping Ratio T: 4 M: 1 p: 1 do: 2

—v0:2
——vo:0
—vo 2|

0 1 2 3 4 5 6
Time (sec)

-1
@

Figura 4.14 Respuesta bajo amortiguamiento critico. Varias velocidades iniciales.

Caso Sub Amortiguado: C < C ico

Desarrollando la ecuacion anterior:

s=—fo+woyf -1

s=—fotiol-f°
;w—/

, , [ 2
Frecuencia angular amortiguada es @, = @\/1— [

p=—potio,
V(t) _ Gle(—,ﬂwHwD )t n Gze(—ﬁa}—le )t

v(t) = e/ (Glei“’Dt + Gze“‘”Dt)

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K
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rdﬂ Ingenieria Givi

FACULTAD |:‘.{- c H.CIJ\S
FISICAS
UNWLHS Lll_'l nJI: (.HILl

De donde se obtiene la respuesta al caso amortiguado sin excitacion externa.

v(t) =e " (Asin(wpt)+ Bcos(awpt))
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Frecuencia 1 Hz
Amortiguamientos 0.05

Amplitud

Tiempo (seg)

Figura 4.15

4.8. ANALISIS DE SISTEMAS DE OSCILACION LIBRE

Para un sistema con P(t) =0 y con condiciones iniciales V(O) =V, y \7(0) = \70 se tiene que

el desplazamiento esta dado por:

Vo P

y VO + VOIBC() . ’
v(t)=e ——2"— |sin(@pt)+V, cos(wpt) s

Wp
-/
Lo que es equivalente a:
Vo +V,-B-o

v(t) = pe " cos(m,t — 6) oy

2
_ || Yot B ) 2
Donde: p_\/[ @, J o

0= arctg {MJ

WpVy
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Desplazamiento Condicicnes iniciakes. T = 0.5 de=10 vo=10 p : Amp“tUd méXIma

Envolvente e #!

Desp (L)

Periodo T, _2z

Wy

Figura 4.16

4.9. EL AMORTIGUAMIENTO

El valor de la razén de amortiguamiento varia segun el tipo de material, como se ve en la
siguiente lista.

Sin dafio

— Acero/Hormigon ~ 0,01-0.03
— Albafiileria ~ 0,03-0,05

En el limite de dafo (fluencia)

— Acero/Hormigon ~ 0,03-0.10
— Albaiiileria ~ 0,05-0,15

Al desarrollar la ecuacion que define la frecuencia angular amortiguada se tiene:

2 2
o 1—ﬂ2:>£ﬂ] —1-p2 =gt
(0] (0]

Algunos valores para [3 segun esta Ultima ecuacion se muestran en la tabla 2.1.

Valores para S
w, T
po| B=r
o T,
0,01 0,9999
0,05 0,9987
0,10 0,9950
0,20 0,9798
0,40 0,9165
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Efecto del Amortiguamienta en o Perioca

Figura 4.17 Variacion de la razén de periodo amortiguado y no amortiguado en funcion de la
razén de amortiguamiento critico.

4.10. DECAIMIENTO LOGARITMICO

De la respuesta a condiciones iniciales se conoce la envolvente de respuesta y con ella se puede
determinar la razon de amortiguamiento, £ :

_ Bt iy V; » ,
v, =pe ™y v, =pe’" entonces ——=e”™" sacando el logaritmo
Vi+m
v, 2w
In [—] = BT N = fo—L__N
Viim a)\/l—ﬂz

In(v./v.
g _ (Vi /Viey ) aproximando 3 ~ In(V; Vi)

1-f5° 27N 2zN

Frecuencia 1 Mz

Amomguarmientos J 04 Caros y Maximos

Armpitud

3 1000 1400 2000 2800 3000
empa (seg) "

Figura 4.18
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P

Ceros ¥ Mamos: BORRE PUNTOS EN FORMA INDIVIDUAL

salr con RETURN

loglabsiméximos)|

_pendiente
T

Figura 4.19 Calculo de Amortiguamiento: Deteccion de la envolvente, 1) Identificacion de
cruces por cero y extremos. Il ) Grafico de amplitud maxima y niumero del maximo

Caso Particular reduccion de la mitad de la respuesta.

Vi
ﬂ _ In(vi/vi+N )
~ 22N /\ A v, /2
. AW
In| — |=
() UV
In(2
(@)
23
Numero de Ciclos para obtener un 50% de reduccion de amplitud inicial
In(2
5 \_n@
273
0,01 11,03
0,05 2,2
0,10 1,1
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Mumero de Ciclos para Obtener Reduccion Deseada

35]

307

Mumbero de Ciclos x T (seg)
[}
o

005 006

(H]

002 003 004

Figura 4.20 Numero de Ciclos completos para alcanzar un decaimiento respecto de un
valor inicial de referencia. Las lineas corresponden a porcentajes de reduccion de

amplitud inicial.

Amplitug

Frecuencia 1 -3 . 5 Hz
Amortiguamientos 0 05 - 0.04 - 0.03

Ampitud

15L == g
5 10 15 [1] 1 2 3 4 5 L] T 8
Tiempe (seg) Tiempo (seg]

Figura 4.21Decaimiento

logaritmico de dos | Figura 4.22 Decaimiento

logaritmico de tres

frecuencias cercanas. Ambas con distinto | frecuencias cercanas. Todas con distinto
amortiguamiento. amortiguamiento.
4.11. ANALISIS DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO
La ecuacién de movimiento de un sistema de 1GDL con amortiguamiento es:
mv (t)+cv(t)+kv(t)= f(t)
Para la solucién homogénea se tiene:
28
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mv, (t) +cv, (t) + kv, (t) =0
v(0) =v, (1)
v(0) =V,
Para la solucion particular:
MY, (t) + ¢V, (t) + kv, (t) =  (t)
v(0)=0 2)
v(0)=0
Sumando ambas soluciones:
D+
= m (¥, (t) +V, (t) )+ ¢ (V, (t) +V, (£) ) + K (v, () + v, (t)) =0+ f ()
v(0)=0+v,
v(0)=0+v,
V(t) =V (t)+V2 (t)

= mv(t)+cv(t)+kv(t)=C,f(t)
v(t)=C(t)

= mi(t) +cv(t) + kv (t) = Zl;ci f(t)

v(t)=2.Cwi(t)

4.12. EXITACION ARMONICA C=0

Ecuacién de equilibrio dinamico:
mv (t)+cv(t)+kv(t)=p(t)
p(t) =P sin(ot) c=0
Resolviendo:
= mv(t)+kv(t)=P,sin(at)
=V, (t) = Asin(wt) + B cos(awt)
=V, (t) = Gsin(at) =V, (t) = -G&” sin(at)

Reemplazando la solucién particular:
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= sin(at)| -G@’m+Gk | = P, sin(at)
PO PO

—2 o —2
-5 -5
(4]

Luego, el desplazamiento total esta dado por:

=G=

v(t) = Asin(awt) + B cos(amt) +% % sin(at)

(@
w
v(0)=v, =0
Si: ( ) _0
v(0) =V, =0
Svy=h| L [sin(a_)t)—ésin(wt)}
k @D w
1-| =
w
Donde:
P - e
? : A estatico (A,) ———, : Factor de amplificacion dinamico (FAD).
w

1-| =2
@

Desplazarmento Forzada sn Amomtiguamients T=05-p=0

— o= vo={

25
Tiempa (seg)

Es periddica.

Figura 4.23 Respuesta a forzante arménica con amortiguamiento nulo. No se elimina el transiente.

Cuando — =1 se alcanza la resonancia del sistema, es decir, el FAD se vuelve infinito.

(4]
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‘F/—\q y

»

Resonancia

v

0 1
Figura 4.24

2|8
= -

4.13. EXITACION ARMONICA C ARBITRARIO

Entonces, si se tiene:

P, sin(at)

mv(t)+cv(t)+kv(t)= } Pe"* =P, cos(at) + (P, sin(at))i

~ P, cos(at)
=(t) +%\7(t) +%v(t) - %e'a’t
=0 (t)+ 280(t) + &V (t) = %e‘“"
La solucion particular es:
v, (t) =Ge™
=V, (t) =Giwe

. —2 Lot
=V, (t)=-CGae

iot

Al reemplazar en la ecuacién de movimiento:
ot =2 — 2 Po i@t
= Ge [—a) + 2 ool + @ }:—e
m

P 1

mo H@jlwa‘nj
0 [0
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P 1 »
t —_0 it
Vo (1) k (1-7°+2p7i)
1 4]
t __0 : 1wt
:>VP() k ‘A‘eﬂl .
con
‘A‘z\/(1—72)2+(2ﬂ7)2

Figura 4.25

Entonces:

P |§,
vp(t):?ODe( +=9)

1 1
con:D = 7 = = -
A =) +(287)
Con este resultado se tiene:
Si
p(t) = R cos(a@t) = v, (t) = % D cos( @t —0)

p(t) = Rysin(a@t) = v, (t) =%Dsin(5)t—49)

En resumen:

P, sin(at —6)
mv(t)+cv(t)+kv(t) =1 P, cos(at —6)

Poei(a)tfa)
El desplazamiento es:

sin(ot — 0)
v(t) =e " (Asin(mpt)+ Bcos(awpt)) +% D { cos(at — 6)
Traniente gl (@t-0)

Permanente
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Figura 4.26 Respuesta bajo excitacién armonica a
partir de condiciones iniciales nulas. Notar el gran
efecto inicial transiente y su decaimiento para
pasar a un régimen permanente controlado por la
frecuencia de excitacion.

D

4.13.1. Factor de Amplificacion Maximo
1

()

7

_ [(1—7/2 i +(2,6’;/)2]%

Derivando Z—D _ _—1[(1—7/2 ] +(2ﬂ;/)2]% (2(1-7)(-2)+2(27)28) =0

y 2

=—4y (1— ;/2 ) +8ﬁ27/ =0 una posible solucién es y =0

Eliminando esta solucion: (72 —1)+ 25°=0

De donde: y = 4/1- 2/

Por tanto 2 = J1-24° Maximo existe solosi 1-24°>0 f<——== < }(/E
@

2

El valor del maximo es:

D

max

1

[(1—(1— 2,6’2))2 +(2}g\/1_7182)2}%

1 p—

11
[4ﬂ4+4ﬁ2(1—2ﬂ2)]% [ap2-ap )" 281-F°
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D - 1 N 1
max 2[6 ll_ﬂz Zﬂ
4.13.2. Anélisis de la Amplificacion Dinamica

Factor de amplificaciéon dinamico de desplazamiento. Ojo que no es lo mismo para el caso de velocidad
y aceleracion.

D =y=y1-2/ ~1
2 2 :;zi
\/(1‘72) +(2py) T P 2p1- 52 28

Figura 4.27 Factor de amplificacién dinamica y angulo de desfase para distinto amortiguamiento y
razén de frecuencia.

4.13.3. Ancho de Banda del Factor de Amplificacion
Dado el factor de amplificacion:

1
[(1—72 )2 +(2,6’7)2}%

Y su maximo aproximado. Buscamos las frecuencias para un factor del maximo.

1 11

\/E max \/Ezﬂ

Igualando:

1 1 1

(-7 +@a) (228 8

(1-72) +(28y) =88

D=

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K 34



1—27/2 +7/4 +4ﬂ27/2 :8,6’2
v +yt(48° -2)+(1-88%)=0
Buscamos las raices:

2 —4,6’2+2J_r\/(4,6’2—2)2—4(1—8ﬂ2)
- 2

/4

=1-2p° i%\/16,84 ~16° +4—4+32/3°

J163* +16 8>
4832 +1

¥ =1-2B2+ 281+ % si f<<1
Eliminamos radical y:

i =1-2B-2p°
yi=1+2B-2p°

Pero \1-28-2p2 =1- - §°

B | \i2p-2p | 1-B-F

0.01 0.9898 0.9899
0.05 0.9460 0.9475
0.10 0.8832 0.8900

Simplificamos
S>n=1-f-Fy=y=1+p-p°
=72 =1_ﬂ_ﬁ2 _1+,3+ﬂ2 =2/ de donde:

ﬂ:72_71:f2_f f,+f,

2 2f

entonces

Ly dado que es muy simétrica f =

fz_ f1

p=

P Podemos obtener la razén de amortiguamiento del ancho de banda.
+
2 1

4.14. EXITACION ARMONICA REGIMEN PERMANENTE
Analizando MV (t)+cv(t)+kv(t)= p(t),con p(t) =P, sin(at)
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v, ()= % Dsin(@t —0)

. P —
vp(t):?Da}cos(a}t—e)
. P2 o —
vp(t):—?Da) sin(at — 0)

= mv(t)+cv(t)+kv(t)=PR,sin(at)
= F )+ F () +F(t) = p(t)
= FRO)+FO)+F0-p)=0

Figura 4.28

Todos los vectores giran con velocidad @ -t

1

S Fn=c}:’Dm

F,
a8 E

\

,D

Figura 4.29 Para angulo arbitrario y para 6 =

2
Como 6 =tan™ (1 Pr } = y =1 = Se produce resonancia.

2

e

4.14.1. Casos Basicos sensores

El sensor se puede representar como un sistema de un grado de libertad amortiguado. Analizaremos el

caso de que este sensor esta adosado a una superficie que vibra bajo excitaciéon armonica.
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A

- A T L L L A L
PP Lk TR,
e i

i Vo Sin(at) “,

Vo Sin(at)

Vyosin(at)

Figura 4.30 Esquema simplificado de un sensor mecénico.

En el sistema mostrado en la figura la estructura tiene una ecuacion de movimiento del tipo:
mv (t)+cv(t)+kv(t)= p,sin(at)

Analizamos preliminarmente el caso de respuesta permanente. Luego se generaliza para condicion
transientes y permanente y carga arbitraria. La solucion permanente es:

=V, (t) =%Dsin(c§t—9)
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JAMES Dewey and PERRY BYERLY
The early history of seismometry (to 1900)
Bulletin of the Seismological Society of America, Feb
1969; 59: 183 - 227

James Forbes
Seismometer 1844The
screws(E) acting on
the support (D) are
used to help set the
pendulum in an
upright position

Horizontal pendulum seismograph, as invented by English
seismologist John Milne in 1880.

Figura 4.31
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4.14.2. Sensor de Aceleracion: Aceleré6metro

Figura 4.32

Si se tiene una aceleracion aplicada a la estructura del tipo V, )= Voo sin (a_)t) :
mv' (t)+cv(t)+kv(t)=0

m(V(t)+, (t))+cv(t) +kv(t) =0

m (¥ (t)+V,, sin(@t)) +cv(t)+kv(t)=0

) )

mv (t +cv() kv (t)=—mv,, sin(at

v(t) = 9° Dsin(at-6)=— sin(@t—6)

9

8N| o

Requerimos que la observacion sea proporcional a la aceleracion. En el caso basico que la amplitud
maxima de respuesta de desplazamiento sea proporcional a la aceleracion.
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= ‘V(t)‘ oc Vg

Esto es la base de un acelerometro.

Para que funcione, requerimos que la dependencia del Factor de Amplificacién Dinamica (D) sea minima
o inexistente. Esto ocurre bajo dos condiciones:

a) Sistema con amortiguamiento arbitrarioy ¥ < 0.2 o,
b) O sistemas con razén de amortiguamiento = 0,6 —0,7 .

En ambos casos y @ debe ser muy grande, es decir (k >>M ). Esto es dificil de realizar y finalmente
se requiere un lector muy sensible.

En la Figura 4.33 se observa el efecto de la frecuencia y el amortiguamiento del sensor en la
reproduccion fiel de la aceleracion. En estas figuras se grafica el desplazamiento de la masa del sensor
contra la aceleracion de excitacion. Para el caso de amortiguamiento 0.7 y frecuencias altas se obtiene
una reproduccion casi perfecta. Esto son los valores que utilizan acelerdmetros comerciales orientados a
ingenieria sismica.

Senscr de Acslemcion Sensor de Aceleracion
Propledades del Sensor =18 (Hzp f=01 Propredades del Sersor | = 200 (Hz)- =01

= Resp Sermor
—— Exxttacion: £l Centro

ACERACIN
-]

Tiempo (seg) 2 "
¢ Tiemps (seg}

Proplecacis aa Seric. 1= 300 (4 0= 07 Figura 4.33 Respuesta de sensor de aceleracion

e i bajo excitacion arbitraria de aceleracion. Notar el
B ajuste de amplitud y fase. Las diferencias estan
asociadas a la banda de frecuencias vy

8 I amortiguamiento del sensor.

&
—

Tiampo (seg)

4.14.3. Sensor de Desplazamiento Inercial

Cuando deseamos medir el desplazamiento del terreno se tiene la misma estructura anterior:
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mv(t)+cv(t)+kv(t)= p,sin(at)

=V, (t) =%Dsin(c§t—9)

En este caso se tiene el desplazamiento de la carcasa como incognita y se deriva dos veces para
obtener su aceleracion en funcién de la amplitud de desplazamiento de la carcasa:

v, (t) =v,, sin(at)
.o _ —2 - p—
=V, (t) = —Vv,,@° sin(at)
La aceleracion total sobre la masa del sensor y la respuesta es:
—2
m\—v o
= V(t) = —¥ Dsin(@t-06)

= V(t) =V .y’ Dsin(@—6)

Factor de Amplificacion Dinamica: Desplazamiento

0
gl ——0.05
01

—02
07

Figura 4.34 Factor de amplificacién dinamica de modificado por la
razon cuadratica de frecuencias de excitacion y natural de un sistema
de un grado de libertad.

Para que el resultado obtenido sea independiente de la relacion }/2 D, la masa debe ser mucho mayor
que la rigidez (M >>K )y ¥ >1.5para f#=0,6-0,7.

Un resultado similar se utiliza en medidores de velocidad inerciales, sismdmetros o gedfonos.
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% fom Ingenieria Civil

Sensor Medicion Directa

4.15. AISLAMIENTO DE VIBRACIONES

Si se tiene la estructura mostrada en la figura, con P('[) = Po sin(@t), la solucion particular
esta dada por:

VP(t)=%Dsin(a_)t—49) $Pm
Entonces, las fuerzas son: y ‘
Fe (t) =kv, (t) = P,Dsin (&t - 0) o
7] SIS IIILLLS,

«

Fr (1)

Como F¢yFp estan a 90 grados la fuerza resultante, Fy , es:

—\2
S I i
= |Fa|=|Fo|*+|F[ =PD 1+(2ﬁgj =P -

La Transmisibilidad de fuerzas es:

[l “(fﬂf))z |
-T2

Se puede demostrar que la TR es idéntica para razones de aceleracion y desplazamiento absolutos.
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Transmisibilidad

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Y= Wlorce v

Figura 4.35

4.16. RESPUESTA EN RESONANCIA

T P(t)=PR,sin(at)

Figura 4.36
Dado:

v(t) = e (Asin(apt)+ B cos(apt)) +% Dsin(at-0)
En resonancia @ =® = 6 =

z
2
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1 1
y D= -

Ja-r2) (287 2

Si las condiciones iniciales son nulas:

v(0)=v, =0
v(0)=v, =0
Entonces:
P 1 P 1
A=—L—— B=-—"— gedonde
k 21— p? k 28
1P| ,ul B . _
v(t) =—-2Je P —LZ_sin(w,t)+cos(w,t) |—cos (@t
(t) ZﬂL{ {W (pt) (D)J ( )}
p<<1
Si: _
WO=0y =0
V(t)_ 1 —Pot
Luego: - —ﬁ(e ~1)cos(at)
O
Vest
1 ( envolvente

Figura 4.37
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Entonces la envolvente de la funcién esta dada por ‘1— g fot

Desplazamiento en Condiciones de Resonancia NORMALIZADO A 12 p . T = 0.5 do=0 vo=0

T

1~

D&+

Desp (L)
o

|

| il

3 4 5 5]
Tiempo (seg)

-~
m
w

Figura 4.38

Si se analiza la envolvente es posible estimar la taza de crecimiento para un tiempo dado

27
amplitud es A= e_ﬂwt =e T e—Zﬁﬂn .

t=nTla

Taza de Crecimiento de Respuesta Caso Resonante

09+

=4 o= =
@ -1 @

Porcentaje del Valor Maximo Dmax= 1/2p
=3
e ]

4] 2 4 6 g 10 12 14 16 18
Mumero de Ciclos x T (seg)

20

tiempo para alcanzar respuesta maxima.

Figura 4.39 Taza de crecimiento de la respuesta resonante. A menor amortiguamiento mas
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Si una estructura no tiene amortiguamiento, # = 0 utilizando la regla de L’Hospital’s:

1P | pot : —
" Zko{eﬂ (1'_875|n(th)+cos(a)Dt)j—cos(wt)}

Vest ﬂ

1{—[eﬂ‘”“£ P - sin(a)Dt)+cos(a)Dt)J—cos(cT)t)] wt+...
imY© il
p=0 Vest - 1

[ \/1_175in(wot)+%ﬂ(l—ﬂ2)%Si“(%t)}

Al evaluar £ =0 encontramos el limite

%Q:%@mwﬂ—wmeM)

est

Desplazamiento en Condiciones de Resonancia. T = 0.5 do=0 vo=0
0.4 ; ; ; ' ; - ;

| Elgml | !MH.
—_ 1 |

”

: (\MQ

ARABA

e o
- i

- i Tem—
=4

e Jige R — ]

- e

—

—

—

Desp (L)

(e
e
[
o
Tl o
—
[
T
[ e
e S
[
T

01 U
Al
I | |

04 | 1 1 L | L | L L ¥
0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10
Tiempo (seg)

Figura 4.40
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4.17. ENERGIA DISIPADA

Para calcular la energia disipada en un sistema se integra la ecuaciéon de movimiento del sistema
en funcién del desplazamiento entre dos instantes de tiempo dados, de la siguiente manera:

v(ty)
I (F. t)+F )+ FE(t))dv -0
v(ty)

1 ...
= —mv(t
5 ®)

t, 1 2
k()

v(t)
t2
t j) F,(t)dv=0

v(t,
AEy AE,

Desarrollando la ultima integral se tiene:

v(ty) dv
[ Fo®av=[cv =" dt = [cvat
) dt

Finalmente se tiene que:

| —
Energia_ disipada
En resonancia se tiene que @ = o , entonces P(t) = FD (t)

si P(t) = P, sin(at), entonces:
P 1 .

v(t)=—2—sin(wt -0

(=2 Lsin(at-o)

T
pero como se esta en resonancia: 0=—

:v(t)z%icos(a_)t)

Luego:
(R, sin(a_)t))2 +(%$cos(5t)} = r(t)2

Entonces, la energia disipada corresponde al area de la elipse que se forma al graficar FD (t)

en funcion de V(t) , como se muestra en la figura 2.32.
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v(t)
Figura 4.41
Aelipse = rab :WD
IP(t)|=F,
F,|=cv =C . 2
Entonces: ‘ D‘ ma)l(:’ P = Aipse = COp’ T
WD = 7Z'P0 _Oi ‘F rk
k 2 E :
— o e
P 1 , :
=c=—"s 2 :
Twp :
C C E
Como fB=—= se tiene: :
. 2Mo L,
Yo,
£ — ﬂ — WD _ WD
C. 2xma’ p® 27K p?
Figura 4.42
= [ = Wo
47\,
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ﬂjhn.v_

5. SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE 1 GDL

5.1. METODO DE ACELERACION PROMEDIO

. . VitV
' Vave — _n+l n
. 2
NS TTT _ G
N, SillamamosV,, —V, = AV,
¥ N L AV
Tin Entonces V,,, =V, +
W ol /Eaif . o
8 | ket - -+ La velocidad se obtiene integrando
I
FEED Vo =V, +AV,
Win
/fi El incremento de velocidad AV, esta dado por
W
_ R Av, =V At y utilizando (2)
3 th
s AV
AV =V At+—2At 4)
n n 2

El desplazamiento se obtiene integrando nuevamente
V., =V, +Ay, (5)
El cambio de desplazamiento en el paso es:
V., +V
Av, =D At (6)
2
Reemplazando (3) en (6)

(V, + AV, +V,) _ 1 .
A, =T A=V AL AVAL - (7)
Usando (4)
. 1, ... 1 .
AV, =V, At+=(V,At) + = AV, At 8)
2 4

Para obtenerV,_,, en términos de v, ,V,,V, despejamos AV, de (8)
.4 . 1/ 2
AV, = F[AV“ —V, At —E(vnAt )j

v, =2 v Ay oy @
At At

Dado que V,,;, =V, + AV,
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ﬂjhnuﬁ_

y 4 4 G y
EntoncesV,,, =— AV, AV =V =V =V, = f (Voo Vo Vi) (10)
At At

(Vn+1 -V )

PR
Reemplazando (9) en (4) AV, =V At +§ izA Yy A
2 \ At At

2
Reduciendo: AV, = —Av, —2V,
A

Entonces
Vi1 —Vn
. . 2 . 2 —/—
vn+1:vn+AvnE—2vn=E Av, -V, (11)
vn+l = f (Vn+1’vn7vn)

Sustituyendo (5), (10)y (11) en

mv ., +cv, ,+kv,, =P

n+l n+l n+l

(iAv 4 —V, =V, j + C(EAVH —an+ kv.., =P,
At At At

4 2 4 4 2 :
—Mm+—cCc+k |V, =B +M —V +—V +V |+C| —V, +V,
At? At At? At At

Si

~ 4
K= — M+—C+ k constante para todo el proceso, y
At At
P _p 4 4 2 :
T m At2 —V, +A_tvn +V, [+C A_tvn +V,
Entonces:

L=K7P

n+l

Finalmente el algoritmo a utilizar es:

Inicializacion:
K= i m + ic +k
At? At

Vo =m™ (—cv, —kv,)
For n=0:length(P)

~ 4 4 2 ,
a. P,=P.,+m A_tzv"+A_tv”+v“ +C A_tv”+v”
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1=

b Vn+l = K n+1

2
c. V. ,=—Av -V
n+l At n n
1 .

d Vig = ( Pn+1 —CVou kVn+l)

end

Método Alternativo

Alternativamente para casos no lineales es mejor restar dos pasos consecutivos

+kAv,,, =AP.

n+l

MAV_ ., +CAV

n+l n+l

En este caso se puede utilizar el valor tangente para cada una de las propiedades de la estructura.

m(izAvn —ivn —Zﬁnj+c(£Avn +21)nj+kAvn =AP,
At At At

(i2m+£c+ijvn =AP+m(ivn +2an+ 2cv,
At At At

Av, =KAP. con R=i2m+3c+k y AP = AP, +m(i1)n +2ﬁn]+2m)n
AP AL At

Finalmente el procedimiento es el siguiente

Dados n,v,,v.,v,,AP, =P, ,—P;n,cKk

n

1. Calcular 12

A

2. AP

n
3. Av,=kAP
4. v, =Vv,+Av,

5. AV =2 Ay —2
At

6. v, =V, +tAv,

7 Avn=E vV, ——V, =2V,
8. V,, =V, tAV,
0
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Vi =m'[P

n+l n1 —CVog — kvn+1]

6. ENSAYOS EXPERIMENTALES

Se dispone de un gran nimero de opciones para realizar ensayos sobre estructuras. Entre las técnicas
mas utilizadas estan: ensayo por condiciones iniciales o Pull Back, ensayo por vibracion forzada y
ensayo por excitacién ambiental. La aplicacién de uno u otro ensayo depende entre otros de:

1. Las condiciones de la estructura o sistema.
El uso de la estructura.
La disponibilidad de equipos excitacion y registro.

Los plazos de realizacion del ensayo.

o~ w DN

La precisidon que se quiera obtener en los datos.
6. El costo del ensayo.

A continuacion se describen en forma general las técnicas mas comunes para la realizacion de ensayos.
En el texto de Dinamica Estructural Avanzada se pueden encontrar con mayores detalles las técnicas
utilizadas para la ubicacion de la instrumentacién de excitacion y medicion, las caracteristicas técnicas
del equipo de registros y los procedimientos mas comunes de determinacion de propiedades dinamicas.

6.1. CONDICIONES INICIALES O PULL BACK:

Aplicando condiciones iniciales de velocidad o desplazamiento se obtiene un régimen de oscilacion libre
( f (t) =0). Al graficar la respuesta del sistema en términos del desplazamiento, velocidad, aceleracion,

fuerza u otro, se puede determinar el periodo (T) y la razéon de amortiguamiento (,B) Si el

desplazamiento y velocidad inicial es conocido en conjunto con la fuerza que los produce es posible
determinar también constantes de rigidez, la masa y el amortiguamiento de la estructura.

Si el sistema es de varios grados de libertad es relativamente dificil conocer las matrices basicas de
masa, rigidez y amortiguamiento. Generalmente lo que se obtienen son los las propiedades modales de
la estructura.

Cl:vo Cl Vv

[

Figura 6.1 Condiciones Iniciales: Desplazamiento y Velocidad (Impacto)
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E-001
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(a) Time (sec)
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2 4 6 a 10 12 14 1 18 20
(b) Time (sec)
Figura 6.2 Sistema de tiro Figura 6.3 Respuesta ante liberaciéon abrupta en muelle de ventanas. A)

para provocar desplazamiento | Registro de aceleracion. B) Espectrograma de la respuesta
inicial en Muelle de ventanas

TRANSFORMADA DE FOURIER POR VENTANAS ACELEROGRAMA ARTIFICIAL
R T e O 23

ACELERACION VIS TIEMPO
i

— -:i —H oA

i

ACILEROGRAMA

L
8

ARREGLO 30

AMPLITUD
8

ol
00

% 2 M ® N b % 08 FRECUENCA 9 0 TEMPO

Universidad do Chile - Departsssnto de Tnpesierin Civil

Figura 6.4 Definicion de Espectrograma. Figura 6.5 Ejemplo de espectrograma en un funciona
armonica con frecuencia con variacion lineal
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Figura 6.6 Ejemplo de aplicacién del método de decremento logaritmico en estructuras de varios grados de
liberad con frecuencias caracteristicas bien separadas. A. Separacion utilizando filiros de las distintas
bandas predominantes. B) Sefal filtrada. C) Seleccion de maximos absolutos. D) Grafica de maximos

absolutos e identificacién de amortiguamiento medio.

Figura 6.7 Impacto por salto en pasarela peatonal. Respuesta y ajuste
técnicas de optimizacion.

a varias frecuencias mediante
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Figura 6.8 Aplicacion de impactos mediante el golpe de una pala mecanica. Respuesta ante el impacto.

6.2. VIBRACION FORZADA:

En este ensayo se instala una maquina en la estructura que genera una vibracién con frecuencia y fuerza
conocida. Normalmente este equipo de excitacion se compone de dos masas excéntricas que rotan en
direccién contraria. Alternativamente se utilizan gatos hidraulicos que mueven en forma unidireccional
masas variables en la estructura. La maquina se hace oscilar a frecuencias conocidas y se determina el
desplazamiento maximo. Posteriormente se grafica la respuesta maxima en funcién de la frecuencia de
excitacion. La grafica es posteriormente normalizada por el valor de frecuencia en el maximo. La grafica
resultante es utilizada para determinar la frecuencia de la estructura y la razén de amortiguamiento
utilizando el método de ancho de banda.

Para el caso de excitacion fuerzas excéntricas, el valor de la fuerza aplicada depende de la maza
P . . . . -y . . .y —2
excéntrica, su distancia al eje de rotacion y la frecuencia de excitacion ( p(t) = 2mem”).

Tl <

O O

p(t) = 2m e’

Figura 6.9
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Fig. 4 Asssmbly Drawiog of Vibratios Exciter

Disenada por Dino
Morelli, Thomas
Caughey desarrollo
sistema eléctrico.

Fig. 12. Vibration Exciter Unit Being Hoisted to Top of Tower
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Fig. 16,  Acceleration Resosasce Gurve at Top of Tower
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Figura 6.10 Hudson, Donald E. (1961) A New vibration exciter for dynamic tests of full scale structures.

Technical Report: CaltechEERL:1961.EERL.1961.001. California Institute of Technology.

DoxaLDp E. HUDSON
(1916-1999)

INTERVIEWED BY
SurLey K. Conpx

November 12, December 10 and 17,
1997

Keightley, W. O. (1964) A Dynamic investigation of Bouquet Canyon Dam. Technical Report:
CaltechEERL:1964.EERL.1964.002. California Institute of Technology
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P/ |

|

Figura 6.11 Utilizacién de masa excéntrica en viaducto Cypress EEUU, 1989.

6.3. EXCITACION AMBIENTAL

Este ensayo es el mas econdémico y consiste en colocar una serie de censores en la estructura de modo
que registren los desplazamientos obtenidos gracias a la excitacion ambiental a la que esta expuesta la
estructura diariamente (viento, transito, microtemblores, uso, otros). De los datos obtenidos se identifican
por medio de métodos estadisticos los parametros modales fundamentales de la estructura. Los métodos
mas conocidos son la Descomposicion en el Dominio de la Frecuencia y la Identificacion del Subespacio
Estocastico en el dominio del Tiempo. Una descripcion de estos métodos se encuentra en el texto de
Dinamica Avanzada de Estructuras.

\
—
|_| Vmax
- > Serlsores actadictirac
I @
[
J

Figura 6.12: Ensayo con excitacion ambiental.
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7. ANALISIS EN EL ESPACIO DE LA FRECUENICA

7.1. SERIE DE FOURIER

Jean-Baptiste-Joseph Fourier (21 de marzo de 1768 en Auxerre - 16 de mayo
de 1830 en Paris), matematico y fisico francés conocido por sus trabajos sobre la
descomposicion de funciones periddicas en series trigonométricas convergentes
llamadas Series de Fourier, método con el cual consiguio resolver la ecuacion del
calor.

Cualquier excitacion periddica, P(t), puede ser transformada en una sumatoria de funciones

trigonométricas basicas de acuerdo a los conceptos de Serie de Fourier:

P(t)=a,+_a,cos (@j +>_b,sen (@J
n=1

p
Donde:
Tp Tp Tp
a, :iJ'P(t)dt; a, :EIP(t)cos 2mnt dt; b, =£jP(t)sen 2mnt dt
TP 0 TP 0 T TP 0 TP

p

T, Es el periodo de la funcién P(t)

- . . 2w
Definimos las siguientes variables o, = T =Awy o, =NAw
p

Ejemplo:

Dada la funcion rampa de la Figura. Su composicion se presenta en las Figuras para 7 y 201 coeficientes

(dinaFourieCoef.m).

Figura 7.1 Figura 7.2
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Fourier Series Num Coef = 201

) |
—DFT |

0.8}

0.2}

0 |\q

1} 0z 0.4 06 08

Time (sec)

Figura 7.3

8. RESPUESTA EN FRECUENCIA DE UN OSCILADOR DE 1GDL

8.1. CASO SERIE DE FOURIER BASE

mU(t) + cV(t) +kv(t) = p(t) con p(t)=a,+ 3 a, co{@t}ibn sin(@t}

p p

ol T

o, =NAw y

8.2. RELACION DE COEFICIENTES DE SERIE DE FOURIER ARMONICOS Y EXPONENCIAL
COMPLEJO.

pt)=a,+> a, cos{?t]JFan sin {@t}
n=1 n=1

p p
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cos(X) = (e'X +e™) sin(x) = —% i(e™*—e™)

(t) a, +za ( mAa)t |nAwt) Izb ( |nAwt |nAwt)

o0

p(t) =4d, +§ZeinAwt (an - ibn)""%ze_i%a’t (an + Ibn)
n=1

n=1

Sic, :%(an —ib,) ¢, =%(an+ibn) ycon C, =a,

(t) C +ZC elnAwt _I_ZC e—mAa)t Z C elnAwt

8.3. REPRESENTACION COMPLEJA DE LA SERIE DE FOUIER
A partir de la ecuacion de equilibrio MV (t) + cv(t) + kv(t) = ¢ e'™"
Solucion v, (t) = G,e'™"; V, (t) =@, (G,e™); V, (t) =-a," (G,e™)
Reemplazando en la ecuacién de equilibrio
G,(-ma,” +cim, +k) =c,

1

G, =¢c, ————
(k—ma,” +ica,)

n

1
(2] 2]
a)n a)n

H(@)=1- + con 7, =
K \1=7"+28y,

Finalmente la respuesta permanente es: v, (t) =c,H (@,)e

entonces G, =C,H (®,)

2 |2

it

La solucion a una excitacion periédica arbitraria

© i@t

p(t)= D ce
n=—

i@t

Como v(t) = 3 ¢,H(@,)e

N=—o0
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8.4. PAR DE TRANSFORMADA DE FOURIER
T,>0 o,->o ¢ —c(o)

Para extender a senales no periddicas, se hace tender el limite de Tp —> 0

8.5. RESPUESTA UTILIZANDO LA TRANSFORMADA DE FOURIER
A partir del par de Transformada de Fourier
15 Ny —
p(t) = - j c(@)exp(imt)d @
7 —00

c(w) = j P(t) exp(—iat)dt

—00

Encontramos la respuesta continua:
17 N D —

v(t) = — j H (@)c(@) exp(iat)d @
2 7,

Otros parametros de respuesta pueden obtenerse de la propiedad de derivada en el espacio de la
frecuencia

Dado una excitacién: 3{p(t)} = P(f)

1

(o) l2)

Dado que la derivada en el espacio de la frecuencia
d"v(t _
30 (o) sy

V() = 3 {P(@)H(@)} (1) =5 {ioP(@)H (@)} ¥(1) =5 {(i0)' P(e)H (o)}

FRF: H(@) 1

Debido a la forma en que se entrega el espectro de Fourier para indices positivos solamente es
necesario desdoblar las frecuencias y la respuesta al impulso en el espacio de frecuencia.

(respfre.m)
% senal en el espacio de la frecuencia
Pw=Fft(P);
%%Definicion de simetria de FRF
iIf ~any(any(imag(P)~=0)), % if x is not complex
if rem(nP,2), % nfft odd
select = (1:(nP+1)/2)";
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else
select = (1:nP/2+1)"; %% par
end
else
select = (1:nP)"; %% complejo
end
f = (select - 1)*Fs/nP;
% Funcion de Respuesta en Frecuencia Single Sided
FRF=zeros(nP,1);
fratio=f/fo;
unos=ones(length(f),1);
% Para sefial compleja.
FRF(select)=(unos/k) ./ (unos-(fratio) ."2+(J*2*beta) .*(fratio));
%% Correccion para doble sided spectra
it ~any(any(imag(P)~=0)), % if P is not complex
% correcion de frecuencia
f=[Ff ; zeros(nP-length(f),1)];
if rem(nP,2), % nfft odd
FRF(select(end)+1:end)=conj (FRF(((nP+1)/2):-1:2)); % Symetric
f(select(end)+1l:end)=-F(((NP+1)/2):-1:2); % Notar signo negativo.
else

FRF(select(end)+1:end)=conj(FRF(nP/2:-1:2)); %% impar no se consider
punto central

f(select(end)+l:end)=-F((nP/2):-1:2);
end
end
d=real (ifFt(FRF.*Pw));
v=real (i fFt((G*f*2*pi) . *FRF_.*Pw));
a=real (ifFFe((G*F*2*pi) .~2_*FRF.*Pw));

9. PULSO

Un pulso es una accion que esta acotada en el tiempo y se puede tratar en forma aproximada separando
en dos posibles fases la respuesta de la estructura:
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Pulse td =1

15 2 25 3 35 4 45 5
Time (sec)
2 T -
Fase | T=0.3
1.5} «Fase ||»>Fase || FaselT=8 |
z 1
o
e
G 05} !
05 1 I | | I
a 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Time (sec)

externa y la fase Il bajo

Figura 9.1 La Fase 1 bajo la presencia de una accion
oscilacién libre con condiciones iniciales. Dinapulso.m

Pulset, =1
Load
T=04
T=05

Figura 9.2 La respuesta varia de acuerdo a la relacion entre duracion del
pulso y periodo del sistema.

Es conveniente estudiar el comportamiento ante algunos pulsos basicos. Se desarrolla el caso de pulso
rectangular. En general la respuesta maxima no esta influida por el amortiguamiento en forma
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significativa. Los desarrollos se realizan sin amortiguamiento y luego se comparan con

amortiguadas.

9.1. PULSO RECTANGULAR

respuestas

Pulset, =1

[t} 05 1 15 2 25 3
Time (sec)

DH{PoiK)

-2
Q
Time (sec)

T

Figura 9.3 Dinapulsorec.m

9.1.1. Fase |: Respuesta Maxima Bajo Aplicacién de la Carga

si t<t,

mVi(t) +kv(t) = p(t) = p,

Solucién

vp(t):G:G:%

v(t) =(Asen wt + B cos a)t)+&

si v(0)=0 v(0)=0

v(0)=0+B+% B:—%

V(t) = w(Acos wt—B sen wt) =0 entonces A=0

Final solucion: v(t) = %(l— cos a)t)

El valor maximo es:
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| Py 5 P t _2
Voo = ?(1—C05a)t)|—2? y ocurre para "/ >1/2 dado que @ = 7%
PU|5e1a=1
L T e e
Load
NS
—71=05 |||
A —— =08
\ —
| \ |
5
0.5 \
\ \
\ \JU v \A \
AR RN
2 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Time (sec)
Figura 9.4
9.1.2. Fase ll: Respuesta Maxima Bajo Aplicacién Nula
si txt,

mV(t) + kv(t) = p(t) =0
Por tanto la solucién es oscilacion libre
v(t-t,) = Acosw(t—t,)+B seno(t-t,)
t'=t -1,

Condicién inicial para oscilacion libre

v(t'=0)=v(ty) :%(1—coswtd)

v(t'=0)=v(ty) :%a) sen wt,

Sabemos que:

V(t'=0)

@

V(t—ty) =v(t'=0)cosm(t—t, )+ seno(t—t,)

[0 w

b =R 8= 1012 < f1-cosan, T
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, sen‘at,

2
@

_ P 2(1-cosaty ) = Po 2(2—c0527zti]
k k T

= %\/1— 2cos wt, +cos’ oty + @

0o t, 1
Vo= Senfr para —<—
mex k T 2
9.1.3. Espectro de Respuesta al Impulso
Sea D= Vimax

"

Espectro (envolvente de todas las respuestas)

Puise

0 05 1 15 2 25 3 35
Time (sec)

Pulse Spectra

| —p=0

0 05 1 15 2 25 3 35

45 9

—p=005M
—p=01

45 5

amortiguamiento. Dinapulsosen

Figura 9.5 Se presenta la respuesta para todas las razones de duracion periodo y distinto
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9.2. PULSO SENOSOIDAL

Pulsetd:1

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Time (sec)

1.2 T T T T T

Fase | T=0.3|
Fase || T=8 |

08}
06}

Di{PorK)

0.4
02

025 ol :q ‘
0 3.5 4 45 3

(A

05 1 15 2 25
Time (sec)

Figura 9.6

Pulset, =1

Ampl

Trme.{sec}

Figura 9.7
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Pulse

1.5 2 25 3 3.5 4 45 3
Time (sec)

Pulse Spectra

l IT
Figura 9.8
9.3. PULSO ASCENDENTE

AP |

H

Figura 9.9
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9.4. COMPARACION PULSOS

Pulse Spectra Equal Load Amplitude f =0

— Rectangular

2°¢
Sine
Ascending
18 | B—il L8
16}
14
= 12
9;0
1
L%
"
(]

o
®

0GF

D4}

D2

0 05 1 15 S 25 ) a5 4 a5 5
ld IT

Figura 9.10 Compara pulsos de igual amplitud y duracién. dinaPulsoCompara.m

Si no hay cruces por cero = Dmax =2

Pulse Spectra Equal Load Area p =0

Sine
Ascending |

25;1

.l L~
5 e S —
£
=
L]
& 15} 1
iE
"
]
1t
05}
0 | L I .
25 3 35 4 45 5
tIT

d

Figura 9.11 Compara pulsos de igual drea bajo el pulso. (Normalizada para el caso de rectangular).

9.5. EJEMPLO:

Suponga una excitacion tipo Seno de duraciéon un segundo

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

69




P, =1000; t, =1
/\'\., k=4 m=1
|/ \'.
o4 \"'x W1 2 _0333=D=12
o | T 2zV\1
_. I.' ll", P
[ — ll‘— Vmax =2 D Qmax = kVmax = POD
Figura 9.12

10. IMPACTO

En impacto se dice que el Ates tan pequefio que el amortiguador y el resorte no alcanzan a ser
excitados. Por tanto el impacto es una accién muy corta en el cual los desplazamientos durante la

aplicacion de la carga se pueden despreciar.

Sitl

mv(t) +cv(t) + kv(t) = P(t) Yc=0
v(t) = ﬂ—iv(t)f v(t) >0
m m

b
v(t) = j v(t)dt = j POy
0 m
Movimiento libre:

Vv
v(t) = v, cos(mt) +—=sen(wt)
w

v(t,)

v, (t-t) :Tsen(aﬁ -t)

1
ma

v (t-1) = U P(t)OltJ sen(o(t-1))

Ejemplo
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P=50 t =01 T=12

I\ j P(t)dt

\\ 3Ti = g <1/4
miw*lo\

V =

max

Figura 10.1

11. CARGA ARBITRARIA EN EL TIEMPO

La respuesta de UN impacto unitario se escribe como:

4
v(t—t,) = [Pt e sen(e, (t-t,))
May | 5
Desplazamiento Fuerza Impulsiva. T=0.5 p = 0.03
4000 P
2000 - l

AN |
1 D1
OAI\/V\/\NV\/\N\ANM’M
p . .

05 D2
Gﬁ_/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/wm“"—

05! ! : '
1 D3
’ ’V\/\/\/\/\/\NWW«
%1 | ;
2 D1+D2+D3
DW\N\M/VVJWVV\/W\AANWW'“*
2! 1 1 i

0 5 10 15
Tiempo (seg)
Figura11.1

Para varios impactos
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P
2
el > ™
‘ *ﬂ*m \/ t

Figura 11.2
v(t) = ml 3" P(2) Atexp(~feo(t - 7)sen(ay (t - 7))
@y

En el caso de una secuencia infinita de impactos
mv(t) + cv(t) + kv(t) = P(t)

1
Ma,

v(t) =

j P(z)exp(—po(t —7))sen(a, (t —7))d7 — Integral de Duhamel

t
v(t) = I P(z)h(t—7)dz > Integral de Convolucién
0

1
h(r) = exp(—pwr)sen(w,7) -  Respuesta impulso unitario
m

Wp

La convolucion implica tres pasos fundamentales:

Onginal Segnas Foided Sgnal

s
—p 12b

o4p

) ) ] 2 ] 5
Time (sec)

Figura 11.3 Dinaconvu.m Funcién original Figura 11.4 Desdoblamiento
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fom Ingenieria Civil

Deplaced Folded Signal te2

Figura 11.5 Desplazamiento

Convolution
15 T T
i = 1
i
aspk 4
?10 5 o ; 10 15 20
Time (sec)
Figura 11.6 Convolucion

12. ESPECTRO Y PSEUDO ESPECTROS DE RESPUESTA

12.1. CONCEPTOS BASICOS DE SISMICIDAD Y ONDAS.

Selected Hypocenters

Sart Duiw 1 ot 25 00109100 16

g Cwie: Oot 36 000100 180 PG v %
Min Magnitude: 0.0 Max Magninde 10.0 o o o
Min Dapii: 0 Max Depthi 1000

Wi Lntitude: -0 Max Latiuder 90 Nubk.s. &
Min Longilude: <180 Max Longitudse: 180 WHOE B

bt EREERIE

= 404040 5058 280

| JojeR |

v
L=
@
L ]

Figura 12.1Distribucién de sismos en el planeta en un periodo de un afio.

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

73




EONVERGENT TRANSFORM DIVERGENT CONVERGENT CONTIMENTAL RIFT ZONE
PLATE BOUNDARY PLATE BOUNDARY PLATE BOUNDARY PLATE BOUNDARY (YOUNG PLATE BOUNDARY)

RENCH i
ISLANE ARG A SHIELD S Y P
X VOLGANG
STRATO- S o &
o] veteano - S & e %o
s o= f = OCEANIC CRUST - CONTINENTAL CAUST B
' o LITHOSPHERE - g -
— 4 v - . W ,
- : -
| ABTHENOSPHERE SUBDUCTING MY
! PLATE
HOTSPOT

Figura 12.2 Generacion e interaccion de placas de la corteza terrestre.

Antarctica Plate

Maijor tectonic plates of the world.

Figura 12.3 Figura 12.4 Topografia digital de américa.
Los bordes de placa quedan identificados.
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Love wave

Rayleigh wave

;m-l-‘_"H'”tHjHlllHII.”.“'lH|HH'}”H;HH_
(11 '.|.'."I'. {11 '.|.'_'.".. VT (11 . II.:-

Figura 12.5 Ondas de Cuerpo Figura 12.6 Ondas Superficiales

Figura 12.7 Esquema basico de un registrados | Figura 12.8 Sistema
sismico inercial real de registro.
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Ingenieria Civil

Figura 12.9 Distribucién de sismos en Chile en un siglo.
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! m""“ﬁﬂﬁmw l’-ﬂ,mlﬂﬁiwﬁ_.,wﬂyw”ﬁ_— B
05t
0
05}
0 20 40 &0 30 e "
Figura 12.10

UNIVERSIDAD DE CHILE - REGISTRO UCH TOCCPILLA SQM (Proc. RBK)
(Sin Correccion)
T T

NS '
Max: 0.392
. T 2008
(=]
5]
<
L L 1 L
80 100 120 140 160
T T T T =T
EW
Max: 0.408
— T :232
2
4]
<
0 20 40 G0 80 100 120 140 160
0.4 T T T T U’
| Max: -0.274
- 02r T 2287
=
: 0
Q
<L
0.2+ \
0.4 1 L 1 1 L 1 Il 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Tiempo (seqg)

Figura 12.11 Registro epicentral obtenido en roca. Sismo del Terremoto de

Tocopilla del 14 de Noviembre del 2007.
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m i
! — s
Massless Vg
tower
z

FO)+F,t)+F(t)=0 mv'(t)+cv(t)+kv(t)=0

V' (t) =V, (£) + V()
My(t) + v (t) + kv(t) = —mV, (t) = P, ()

La respuesta a esta excitacion es la integral de Duhamel

v(t) = ;—1ij (t)exp(—po(t—7))sen(w, (t—7))dr

Maurice Biot (1905 - 1985) desarrolld el concepto
de espectro de respuesta en su tesis doctoral de
1932. Es importante notar que indico, que si bien
este se generaba para base fija, esto era
generalmente conservador debido a posibles
flexibilidades del medio de soporte.

12.2. ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTOS RELATIVOS

v(t) = a‘)—ljvg (t) exp(—Bao(t — 7))sen(a, (t—7))d

Sd(T, B) = max|v(t)|

CEQ

—V, (t) T>ow

Nota: Si T, = 0 — La estructura es infinitamente rigida

= El desplazamiento relativo suelo oscilador es nulo
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Si T, =00 — La estructura es muy flexible. El desplazamiento relativo oscilador base es igual al

desplazamiento de la base T =0 = Sd — ‘V

gmax‘

ESPECTRO de RESPUESTA i = 5%
REGISTRO: UCH TOCOPILLA SQM (Proc. RBK)
(Banda Frec: 0.15 - 25 Hz)

Sd (ocm)

0 1 2 3 4 5 5 7
Periodo (seg)

Figura 12.12

12.3. ESPECTRO DE VELOCIDADES RELATIVAS
Sabemos:

v(t) = ;—le9 (t)exp(—pa(t—7))sen(w, (t—7))dr

Recordando que:
b(t)

#(t) = j G(t,7)dr

a(t)

dg(t) "t dG(t,7) db da
o _Jt) AT+ G(Lb() -G (ta)

P,

Wp

v(t) = jvg (£) exp(=Baor(t - 7))sen(@, (t—7))d 7 +...

+

Do jvg (r) exp(—Bas(t — 7) cos(, (t—7))d 7 + .
(2
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+V, (t) exp(—pao(t —t)) sen(w, (t -t)) % +V, (0) exp(—pa(t — 0))sen(e, (t - 0)) %

. Bt
= V() =——=—= |V, (z) exp(- Bo(t —7))sen(w, (t —7))d
J1-/° }[

— j.\'/'g (z) exp(-po(t— 7)) cos(w, (t—7))dr

Se define: S, (T, ) = max ‘\'/(t)|
T->0=>k—>w0=Sv=0

T—)oo:>k—>0:>SV—>‘\'/

gmax

ESPECTRO de RESPUESTA p = 5%
REGISTRO: UCH TOCOPILLA SQM (Proc. RBK)
(Banda Frec: 0.15 - 25 Hz)

NS
—EwW
el i

0 1 2 3 4 5 6 7
Periodo (seg)

Figura 12.13

12.4. ESPECTRO DE ACELERACIONES ABSOLUTAS
ST ..
V=V, (1) +V(t)

La importancia de determinar la aceleracion absoluta maxima del sistema radica en que depende de las
fuerzas inerciales en el sistema

av(t)

="

Luego sumar V, (t) para obtener V' (t)
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A partir de la ecuacion de movimiento (conocidas V(t) y Vv(t))
mv' (t) +cv(t) + kv(t) =0

V() = ‘Hcva) —%v(t)

Conocido V' (t) por cualquier método

Sa(T, B) = max|V" (t)

T=0=k >0=Sa— PGA
T—>0w0=58—>0

REGISTRO: UCH - POLICLINICO TOCOPILLA
(Banda Frec: 0.15 - 25 Hz)
— NS
—_—EW
up |
6 7
Periodo (seg)
Figura 12.14
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12.5. ESPECTRO DE DISENO EN CHILE

Suelo Tipo 2

! | Femn2247.000

]
g
3

g8

|
g
8

111
1
8

Ma2247 070
~ Wa2247.160
Ligu2247.020
Ligu2247.110
Liay2247.010
Liay2247 100
Liol2247 010
Lioi2247 100
Lioi2338.010
Lioi2338.100
Meli2247 000
Meii2247.020
Papu2247.140
TalcZ247 010
TalcZ247 100

AN RRNRARRARARRAR
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Ro=11

Ro=9

Perido (seg)

Figura 12.17

12.6. PSEUDO ESPECTROS DE DESPLAZAMIENTO, VELOCIDAD Y ACELERACION

Se define como:
Sd(T, B)=Sd(T, 5)
PSV(T, ) = oSd (T, S)
PSa(T, 8) = w°Sd(T, )
PSa(T, ) = wPSv(T, )

12.7. ESPECTRO CUADRILOGARITMICO

Resume los contenidos de los pseudos espectros de desplazamientos y aceleracién
Dado que:

PS :2T PS, = log(PS,) =log(T) - log(27) + log(PS,)

==
T
Entonces
27
PS, =

a ? PS, = log(PS,) =—1log(T) + log(27) + log(PS,)
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Espectro de Respuesta
Rubén Boroschek

10

—
(=)

Velocidad [cm/s]

107 o

10
10°
Periodo [s]
Figura 12.18
Ejemplo:
T, =1sec
PS, (Tn, #) = 2z oM/
Entonces

log(PS, (T,, ) =log(1) —log(2r) + log(2x)
= PS,(T,, f)=1cm

log(PS, (T, £)) = log(27) —log(T,) + log(PS, (T,,, £))
log(PS,) =2log(2x)
= PS,(T,, B) = (27)’

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

85




Espectro de Respuesta
Llolleo NS p : [0.00 0.02 0.05 0.10 0.20 ] Rubén Boroschek

L8]
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N
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S
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S
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o

L
A

&2
5 “&\1‘.
CHEK
Al:é‘.

o N
s .;3 Py
25450 o N
'.f N 4
107 < N L
2 »
10 10
Periodo [s]
Figura 12.19

12.8. OTRAS VARIABLES DE RESPUESTA SISMICA

12.8.1. Integral de Housner

George W. Housner (December 9, 1910 (Saginaw, Michigan) - November 10, 2008
(Pasadena, California))

Housner, George (1989) Interview with George W. Housner. Oral History Project, California
Institute of Technology Archives, Pasadena, California.

2.5

Integral de Housner= S| = 2—14 J-SV(T ./ =0.20)dT

0.1

La Banda de Periodos utilizada es la mas frecuente en edificios. Muy sensible al amortiguamiento
utilizado por tanto se recomienda utilizar 20% de razon de amortiguamiento critico. Al usar Sv no
considera comportamiento inelastico de estructuras.
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Response Spectra Housner Intensity Sl = 126514
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Figura 12.20

2180

Sl Intensity: 126514 (cm/s) Angle = 152 (7)

150000

100000

270

EW

Figura 12.21 Kobe EQ. Predominante SI.
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12.8.2. Relacién entre Energiay Espectro de Fourier

v(t) = ij.\'/'g (7)exp(-pa(t—17))sen(w, (t—7))dr
@p %
B=0

v(t) = %jvg (r)sen(oo(t - 7))d

La energia Total de 1 GDL: E(t) =%kv2 ® Jr%m\'/2 ()

2

1

=3 k (%ivg (r)sen(w(t—7))d r} +%m (_:[\'/‘g (r)cos(aw(t—7))d rj

- [E(t)*2 \/a’_i(j‘\'ig(r)sen(a)(t—r))de +ﬁvg(r)cos(a)(t—r))er
m w \5 0

Si desarrollamos sen(wt —w7)y cos(wt — w7)

sen(wt — wr) = sen(wt)cos(wz)—sen(wr)cos(wt)

cos(wt —wr) = cos(wt)cos(wr )+ sen(wt)sen(wr)

Por tanto

cos? (ot — wr) + sen’ (ot — wr) = cos* (wt) cos’ (wr) + 2cos(wt ) cos(wz) sen(wt ) sen(wr ) +...

..+ sen’ (at)sen? (wr) +sen(wt)’ cos? (w7 ) - 2sen(wt)cos(wr ) sen(wr)cos(wt)+sen? (wz ) cos? (wt) =

=cos’(w7)® +sen’(wr)

2E() _!UVQ (7) Cos(a)dr)] +U.Vg (z-)sen(a)dz')) ]
m 0 0

3{v, (0} = T V, (t) exp(-iet)dt = Tvg (t) exp(—ict)dt

1/2

exp(—iwt) = cos(wt) —isen(wt)

= 3{y, )} = Tvg (t) cos(wt)dt —iTvg (t)sen(wt)dt

544, (t)}‘ - [[Tvg ) cos(a)t)dtJ + (Tvg (t)sen(wt)dt] ]
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Lo anterior indica que la Transformada de Fourier es una medida de Energia al final del sismo. Maximos
en el Espectro son indicadores que gran energia se ha introducido al sistema.

Figura 12.22 Insertar Figura que compara FFT y SV

Normalmente la energia maxima no ocurre al final del sismo por tanto la transformada de Fourier es
menor a Sv.

Notar que la velocidad méaxima del sistema se puede estimar a partir de la evolucion de la energia.

E(t,.) = E, . por tanto se puede estimar la velocidad maxima posible como

1,
Emax = E mvmax

vV o= 2Emalx
max m

12.9. INTENSIDAD DE ARIAS
t
T
1A= (v (t)dt
29! o)

Escala de medida de energia

Azimuth: P1=67 1337 P2=28,5056 P3=118,531
Rotated Record IA (race)= 1569.23 Elevation P1=88 2655 P2=-1.35516 P3=-1.08236
200
05
100
5
< 9 0
. -100
i 1000
“o 10 20 30 40 50 0500
Time (sec)
Top View 45 View
800 200
600 190
100
400
50
200 5
o 50
600 -400 -200 O 200 400 600 400 200 O 200 400
Figura 12.23 Kobe EQ Arias Intensity.

Rotated Record IA (trace)= 1569.23

| =
543.4058 -228.3716 2.1706
-228.3716 839.0633 -15.5247
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2.1706 -15.5247 186.7571
traza =
1.5692e+003
vect =
0.0118 0.8785 -0.4776
0.0279 0.4771 0.8784
0.9995 -0.0236 -0.0189
vals =
186.3495 0 0
0 419.3228 0
0 0 963.5540

13. METODO DE RAYLEIGH

13.1. BALANCE DE ENERGIA

rig

- -?Eﬁ- e (1)

mg
v(t) = z,sen(wt) V(t) = z,0cos(wt)
E. cinética E, (t) :%m\'/(t)z E. potencial E_(t) =%kvz )
E,0)+E () =E=cte

|E,|max =E
debe cumplirse pues el maximo de una se encuentra cuando la otra es cero.

|E,|max =E
S = I = Zme?
2 2 2

A partir de la energia obtenemos la frecuencia = o’ =—
m

Este método parte de establecer para una estructura la forma de vibrar ¢(X) , luego
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v(x,t) = #(x)y(t) = #(x) z,5en(wt)

i, EJ r’f m(le
s, F
t 1

E, () =j%m(x)5x{%(x,t)} :%jm(x)[¢(x)zoa)cos(a)t)]2 X

|E.|= % zoza)ziqﬁ(x)2 m(X)JX

Falta calcular la energia potencia:
1

E, ==kA?
2

1 1 1
T A EP=EM9=E(k99)9=Ek992

F

K

=y

E,= I!%M (x,1)0(x,t)ox
M (x,t) = EI1(x) 52‘; (xt)
OX

1 KR ?
E =—|ElI(X)| —(Xx,t) | 6X
) 2! ()LSXZ( )}
Reemplazando el ¢(X):

—E, = %Ij El(x)z2sen?(wt)[¢"(x)] 5x

—>‘Ep‘=%£EI ()z2[¢"(0)] x
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|Ek|=‘Ep‘

[ELO)[$" (0] 5x o

—> o = =—
*

[meo[peoT ox ™

Ejemplo: viga simplemente apoyada.

Construimos ¢ como una parabola talque cumpla las condiciones de borde en los apoyos.

X x) x x°
¢(X):(E](1‘tj:t‘?

—>¢"(x):—%:cte
, 120El
w =
mL*
Elg(x)=M =cte

- No puede ser.

Veamos ¢ como una sinusoide.

X
#(x) = sen(=-) 2 -
o =97.4—

¢"(x)= (%) sen (”ij mL

La frecuencia menos es la que mas se acerca a la forma de vibrar real.

k, =375
@ mi=10 k, =192

L3}

m2=50 Ky

fose s T
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1
Nos damos un [¢1] = {O 9} como primer modo.

Energia Cinética
El=5 Zmif =5 S mat|uf
*%ZOZZmi {4}’
= % 2,0°[ (50%0.9°)+10*1" | = %‘5 zy0* *1000
Energia Potencial.
—%[kaisoi (|Vi _Vi71|)1
=52 Y (4=012)
; 23] 3750(1-0.9)° +1920(0.9)" |*1000
:%221592 7*10°
Luego

w* = 15925'7 =31.54

o =5.6 rad/seg (para el primer modo)

13.2. COORDENADAS GENERALIZADAS

Generamos la ecuacion de equilibrio dinamico a partir de una forma de vibrar mediante Desplazamientos
Virtuales oV

Ecuacion de trabajo:

OW =Fov+Fov+F.ov=0

|
o'—.l— Oy Oy

3

(x)z(t)¢(x)5vdx_gan(t)gzs(xn)a‘v_g|0nz(t)¢'(xn)5v'+...
El(x)z(t)"(x)oV"dx — j k(x)z(t}p(x)dxov— Zk¢ z(t)+.
—[e(x)z(t)p(x)Svdx— ZC¢ 5V+I x)ovdx =0
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Agrupando por variable de movimiento:
-7(t) jm(x)¢(x)¢(x)5zdx+ZN: Mn¢5(xn)¢(xn)5z+ZN: I0n¢’(xn)¢'(xn)5z}+...
-z(t) IEI (x)¢"(x)¢”(x)5zdx—jk(x)¢(x)¢(x)dx52 —ikn¢(xn)¢(xn)§z}+...

L

_z(t)—+_Ic(x)¢(x)2 dxsz +§;cn¢(xn)¢(xn)§z} = —J' pg(x)Szdx

0
Asi

m'zZ(t)+c'z(t)+k"z(t)=p"(t)

Donde en general

m( [gzﬁ ]zdx+ZN;Mn¢(xn)2 +ZN: I, [¢5m(x)']2

||
o'—.l—

O —_— Oy ™

c(x)[ #(x ]zdx+zh_l:cn [4(x, )]2

k(x)[4(x) ]dx+IEI(x)¢”]dx+Zk [4(x, :'

p*(t):jp (x,t)p(x dx+Zp
v ot =X
m

14. SISTEMA DE N GDL

Siempre trabajamos con los GDL dindmicos. Si tenemos exceso de estaticos, debemos condensar hasta
tener solo los dinamicos.

Para NGD, se tiene que en el equilibrio de fuerzas:

{f O} pat{fo®}  +{fc®}  ={P®}

Donde las fuerzas elasticas, de inercia y disipacién, se definen como:

He®} =[K]0 VO]
() =[M],, VO3,
{fo®} 0 =[Cl, VO o
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14.1.1. Fuerza Elastica

Uno de los primeros pasos para resolver esto, es el calculo de la matriz de rigidez, identificar los grados
de libertad del sistema la matriz de masa, para esta ultima debemos poner preferentemente los GDL en

el centro de masa.

Ejemplo:
"EA -
1 3 — 0 0
u <\V L
— 12El 6ElI 12EIR
vl [K]: 0 L3 L2 + L3
6El 12EIR 6EIR A4El 12EIR 6El
0 —+—— —+ +R —+—
L L L L L L L
. ]
Figura 14.1

Para Kj3: si giro 1, se tiene

? O

Cuando escogemos GDL en el centro de masa, la matriz es diagonal, lo que facilita enormemente los
calculos.

14.1.2. Fuerza Inercial

m 0 O
[M]=| 0 m, O
0 0 I,

14.1.3. Disipacion

{ fD (t)}nxl - [C]nxn {V(t)} nxl

En general no calculamos C dado que normalmente el disipador no existe.
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14.2. RELACIONES BASICAS: RIGIDEZ, FLEXIBILIDAD Y TRABAJO

14.2.1. Condensacion Estatica

KHWW'{Fﬂﬁ

WM} (R }
vt |RM=0

|
L] |

I
wawa»[uuwm (R0} = (0]
fu(0) -
[Kal
i

Koo
K

10

vi(t) [ 11] [Klo]{v (t)}
Koo] v (t)} [ 01][K11] [ 0]{V0(t)}={|:0(t)}
oo] 01] 11] [Klo]} {Vo (t)} = {Fo (t)}

{wmﬁmumf” . kwm}

_[Kn] [Klo]

[ ] nnnnnn

[T] no depende del tiempo, entonces:
v} =[T]{w )]
V(1)) = [T |{v% 1))
m}[]WGM
=T
M ]=[T]'[

{
{
(v
e
[

14.2.2. Trabajo y Energia de Deformacion
Matriz de flexibilidad

v, = 1E11 P, + 1E12 Py fln P,
{vi=[FI{P}

Rigidez {P} =[K]{v}
Energia de deformacion. (V)

V=3Rv =3P Y
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Utilizando flexibilidad
1

v =~{P{'[F]{P}
De manera alternativa utilizando matriz de rigidez
1 1

V=Z{PY v =2 (v (K]}

Como la energia de deformacion es positiva

{VT}[K]{V} >0

(PY'[F](P}>0

Por tanto para v y P arbitrario [K], [F] son positiva definidas no singulares o invertibles. Entonces
{vi =[F]{P}
{P}=[K}v}
(KT {Py=[K]"[K]{v}
(KT {P}={v}

= [<]" =[F]

14.2.3. Ley de Betti

Tenemos dos sistemas de cargas 1y 2 sobre un cuerpo

1
Trabajo de Carga 1 a través de desplazamientos 1. W, = E{P].}T {Vll}

1
Luego se aplica carga 2 lo que genera un trabajo adicional de: W,, +W,, = E{P2 }T {sz} + { Pl}T {V12}

El trabajo total es: W, ., =W,; +W,, +W,, = —{ Pl}T {Vll} +—

otal

Si aplicamos en orden inverso:

1
Carga 2:W,, = 5{ R {va.)

Trabajo Adicional W, +W,, = %{F}}T {Vn} + { PZ}T {VZI}

1 1
Trabajo Total: Wy, =W,, +W,, +W,, = E{Pz}T (v, +E{P1}T b+ (R {v,,)

Debido a que la energia de deformacion es independiente de la aplicacion a la carga
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{Pl}T Vo = {Pz}T {Vau

“El trabajo hecho por un grupo de fuerzas debido a las deformaciones de un segundo grupo de fuerza es
igual al trabajo hecho por el segundo grupo de fuerza debido a las deformaciones del primer grupo”

14.2.4. Ecuacion de Equilibrio Dindmico

Luego la ecuacion caracteristica de equilibrio, para un sistema de NGD es:
[M]{v(®); +[C{v} +[K]{vD} = {PO)]

Solucién a la ecuacion:

Primero resolvemos para [C] =0

Problema homogéneo:

Donde su solucion es conocida:

y(t) =y, (t)sen(at)

V)], = {2}, YO = {4} Yo (D)sen(at)
V(D)) = —0* {4} yosen(ot)

Si reemplazo la solucién.

[[K]o = @*[M],, {#}, = {0},
det[[K]-@*[M]]=0

De esta ecuacion se obtiene o, (Valores propios.), los que representan las frecuencias de cada modo.

Problemas de valores propios
n soluciones.

n frecuencias.

n valores propios.

Ejemplo

10 2 -2 _ -0.7071-0.7071 ) 0.5858 0
m = k= phi = " =

0 2 -2 4 —0.5000 +0.5000 0 3.4142

polcaract= [1 -4 2]
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wP= 0.585786 w'= 3.41421

05

Polinomio Caracteristico
(=]
T

D5

T T T T T T T

0.5 1 15 2
Raices

Figura 14.2

NGDL=5
m= 2
k= 3
beta = 0.0500
polcaract =1.0000 -13.5000
phi =
0.4221 0.3879 0.3223
0.3879 0.1201 -0.2305
0.3223 -0.2305 -0.3879
0.2305 -0.4221 0.1201
0.1201 -0.3223 0.4221
w2 =
0.1215 0 0 0
0 1.0354 0 0
0 0 25731 0
0 0 0 4.2462
0 0 0 0

DINAMICA

63.0000 -118.1250 75.9375 -7.5938
-0.2305 0.1201
0.4221 -0.3223
-0.1201 0.4221

-0.3223 -0.3879
0.3879 0.2305

0
0
0
0

5.5238

DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

99



Figura 14.3 Figura 14.4

14.3. FORMULACION DE VALORES PROPIOS CON FLEXIBILIDAD
[1]- o []]i0} -0}
(KT [[K]-o [M]]i#) - 0
[;ﬂ]— v =10
-[FImI - (0

No es un problema simétrico por tanto es mas dificil de resolver y converge a los valores mayores.

14.4. PROPIEDADES DE ORTOGONALIDAD DE MODOS
[[K]-@f[M]]{s}=1{0)
o [M){4}=[K]{4}

Trasponiendo
= @’ {¢I}T [M]= {gﬁl}T [K] /Matriz [M]y [K]simétricas.//Multiplicando por {¢J}

=> Error! Objects cannot be created from editing field codes.

Consideremos la ecuacion para el modo j

a)JZ [M ]{¢j} :[K]{¢J} /I pre-multiplicando por {(’ﬁu}T

o’ {4} [M1fg,) =18} [K){g} ()

Restando (2) — (1)
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(wf -t ){8)" [M]{#,} =0

=> {4, }T [M ]{¢J} =0 (3) Ortogonalidad de modos respecto a la matriz de masa [M].
Introduciendo (3) en (1)

{¢i, }T [K]{¢j} =0 siiF]j Ortogonalidad de modos respecto a la matriz de rigidez [K].
Consideremos: [K]{(Iﬁ} = { fj}

]

=> {¢,}T { fj} =0 El Trabajo de las “fuerzas” que producen deformaciéon del modo {d}j

por los desplazamientos del otro modo {d}i, es nulo.

{«z}T[K]{¢j}=<

ki >i=]
_ k. Rigidez modal
0—>i=J

{(zﬁl}T [M ]{qﬁj} =<mi ~i=] m, Masa modal

0—>i=]j

14.4.1. Condiciones Adicionales de Ortogonalidad

Considerando [K]{,} = ! [M]{} y con mn

Si premultiplicamos por {¢, }" [K][M]"

() [KIIMT KT} =l {ga) [K]M] " [M]{g,} =0

{8} [K][M][K]{¢,} =0 que es otra regla de ortogonalidad

Adicionalmente si premultiplicamos por {¢, }' [K][M ] [K][M]"

(o) KT T [KIMT K )16, = ()" [KTIMT[K {6}  daco e aterr
' [KIIM]T[K][M] {4} =0

Otra familia es utilizar la matriz de flexibilidad: [K] " =[F]

Considerando [K ]{4,} = @ [M ]{4,}. con m = ny premultiplicando pori2{¢m }T [M][F]
o,

n
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1 T 0)2

At [M][F][K]{¢n}=—:2{¢mf[M][F][M]{m

a)n

De donde: %{ﬂn }T [M]{¢,}={s, }T [M][F][M]{¢,} de donde se genera la ortogonalidad

(4.} [M][FIIM]{#,} =0
Ahora si premultiplicamos [K {¢,} = 0’ [M]{¢,} porw%z{%}T[M][F][M][F]

1 T (02

patl [M][F][M][F][K]{¢n}:_%{¢m}T[M][F][M][F][M]{¢n}

De donde: i{ } [IM][F][M]{¢.} {¢m}T[M][F][M][F][M]{¢n}ysegeneralaortogonalidad

a)n

(¢ IMI[FIIM][F][M]{4,} =0

Estas dos familias de propiedades ortogonales se pueden presentar mediante

(gl IMI[IMI'[K]] (4} =0  —oo<b<co

b=0 {4} [M]ig,} =0

b=1 {4} [K]{#s} =0

b=2 {g,}' [MIIM]"[K][M]"[K]{} =0
{¢}T[K][ I" [ Jignj =0

b="2 (o) MK MIIKT M)
{6} IMIFIMILFIM )} -0

Estas reglas de ortogonalidad permitiran generar luego matrices de [C] proporcionales.

14.5. NORMALIZACION MODAL

(B [M]{#,) = {4} M]{} =g

j=1

Si normalizamos los modos talque:
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]
=> a)iz {¢li}[M]{¢li} ={¢'i}T [K]{¢Ii}T

14.6. COORDENADAS MODALES

5%

[v(s)] nole]  »s] PROIE

La respuesta de una estructura de puede ver como una combinacién de todas sus formas de vibrar.

{v(t)} Z Y, ({4

vt} =y, ({4} + ..+ Y (O {g ]} + ...
) MV =1} IM]nO{a}+-+ i) MO} +.
Donde por ortogonalidad todos los términos son = 0, menos {¢ }T [M]y:(t){4}

{(Ii,}T [M]{v(®)} =M,y (t) /M masa modal

Luego

y.(t) = {4} [KAA-]{V(U}
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14.7. ; COMO RESOLVEMOS?

m]
—> 3
E3
m2
— 2
i) 2 3
E> ml . mZ el m3 4
m3 j—
—> vl
X1 K1 +  |E2 +  |E3
Figura 14.5

V() =Zy 0 {4}

vi(t)
{vz (t)} = O +{d} ¥, + {4} ()
V5 (1)

Encontrar

MRV} +[CHv®} +[K]{v®)] = [PO)]

Platear problemas de valores propios sin amortiguamiento (la aproximaciéon es muy buena)
[[K]-a[M]]{#} ={0}

Encontrar todas las formas modales

() [¢]

Obtenemos los parametros modales

M, ={g} [M]{g} i=t.n K, = @’M, Pt)={¢} [P®)] i=1.n

Encontramos las condiciones iniciales para cada forma modal.
@=L ) M0

Por ahora asumimos que conocemos 5, i=1...ny que {¢| }T [C]{Q} =C,

) [MI{g} 3.0 +{4) [CHA O +{a) KN4}y O ={s} RE)
M ¥, (1) +Cyi (1) + K, v (1) = R (1)
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yi(t)+2a)iﬂiyi(t)+a)i2yi(t)= R(t)/M; i=1.n

Encontramos las solucion: Vi (t), V. (t), Y,(t) y la respuesta final del sistema.

V=Y vi{a} VO =D vm{4} VO =D vt {4

Las fuerzas elasticas

(e =[KJ{vO} = 24 fa O} = 2 [K]{4} % O

Dado el problema de valores propios
[[K]-@f[M]]{g}={0}

[K]{d} =o' [M]{g}

fe@}=2 ' [M]{g}yO=[M]D o {4} V()

El cortante basal

) =Y o'l g1y (0)=> &’Ly(t)

Resp. Modal E|l Centro 5 GDL, GDL=1
0.5 T T T T T ]
0 %WWMMMW-—V\W
05 1 1 1 1 1
0.5 T T T T T TGd 1
0
05 I ‘ In 1 1 1 L

= 05 T T T T T Wod 2
R
[} L LA
2
<1 05 1 1 1 1 i
0.2 T T T T T Wod 5
O M vnpocss e
0.2 L .
0.05 T T T T T Wod &
0 Ww:
0.05 1 1 1 1 1
Respuesta de Aceleracion Piso 1
0.02 T T T T T R
0 -Mw—
0.02 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
Time (sec)

Figura 14.6 Contribucién Modal a Respuesta Total de un GDL
dinaRespSismoNGDLModal NGDL=5; m=100 k=12183
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300 T T T T I
K*v
° M*(a+r*vg)
@ ‘SUI‘I"I(LI"I.E.F'MH*VH)
500 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50
100 1 ] L] ] 1
K*v
S M*(a+r*vg)
o 0 5 ]
= sum(Ln. </Mn*Vn)
_100 G2 273 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60
100 T T T T I
« (5.42,71.24) w— [
S o 9 |
o sum(Ln.“/Mn*Vn)
_106 L L L L L
0 10 20 30 40 50 60
100 T T T T I
e [
o sum(Ln.ZIMn"Vn)
1 1 1 1 1

-100
0

Corte Basal para varios Amortiguamientos RESPSS

10

20

30
Tiempo (seg)

40

50

60

Figura 14.7 Efecto del Amortiguamiento en el Calculo del Corte Basal. Tres formas de Calcular.

dinaRespSismoNGDLModal NGDL=5; m=100 k=12183

14.8. ;;COMO CALCULAMOS LA MATRIZ DE AMORTIGUAMIENTO?

Tenemos que desacoplar el problema (usando la ortogonalidad de las formas modales)

) MI{a1 5O +{a) [Clig O +a) Kl O =14} RO

{¢,}T [C]{¢,} Es una matriz no necesariamente diagonal ya que no participa en el problema de valores

propios. Se puede construir una matriz proporcional de varias maneras.

14.8.1. Amortiguamiento Proporcional de Rayleigh

John William Strutt, tercer Baron de Rayleigh. (n. Essex, 12 de noviembre de 1842 - m.
Witham, Essex, 30 de junio de 1919) fue un fisico y profesor universitario britanico
galardonado con el Premio Nobel de Fisica en 1904. Strutt descubrid la existencia de los
gases inertes principalmente el Argén y el Radén. Las primeras investigaciones de
Rayleigh son en matematicas especificamente 6ptica y sistemas vibratorios.
Posteriormente cubrié casi todo el mundo de la fisica: sonido, ondas, vision del color,

electrodinamica, hidrodinamica, viscosidad, etc. “Lord Rayleigh, Theory of Sound. (Dover
Publications, New York, 1945), Vol. I.”

DINAMICA DE ESTRUCTURAS - RUBEN BOROSCHEK K

106




Decimos que [C] es combinacién lineal de [M] y [K].
[cl=alm]+blk] {4} [Cl{a} = (s, {alM]+b[K]} {s)
{aMi +bK, =i =]
Ci = . .
0—>i1#]
1 1 b

—— C=f->B=—-a+—w
2mao, hih 20, 2"
Siasumo dos f; con los @, obtengo las constantes a y b
La matriz de Rayleigh tiene las mismas propiedades de ortogonalidad de [M] y [K], es decir:
T C,—>i=]j
L 1C ={ '

111
ﬂi —E|:Za+a)ib:|

G4 t,.l
c=ag
" - ok _ 4y 40
[ =afm €= Co=a
e E —aw 2 o, 2 o
"H_ﬂlmﬁl -
L -
[ 2"
h .
'|._ -
\ d
LI
r.h"--___
- ""1-;___
"‘_" '---l_‘:
T T T T L -
:]:l1 ., m} w, w [H]
Figura 14.8
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14.8.2. Amortiguamiento Proporcional de Caughy

T.K. Caughey, 1927 — 2004 Profesor de Caltech. Classical normal modes
in damped linear dynamic systems, J. Appl. Mech. 27 (1960) 269-271.
Ver http://oralhistories.library.caltech.edu/142/01/OH_Caughey.pdf

c]=X[c,]1=MIXa, MK}

B = Ziw.zb: 2,0

Para ajustar con b entero:

2 f—>b=01
3/4—>b=-101

4 f—>b=-2-1010-1012

Para el caso de dos valores de amortiguamiento obtenemos el caso de Rayleigh:

1

23 a0 —Ziwl[awalwf]

2601 b=0,1

{3+ a0

2
20w,

14.8.3. Amortiguamiento Proporcional de Penzien — Wilson

Joseph Penzien Edward Wilson

http://www.eeri.org/site/images/projects/oralhistory/penzien.pdf http://www.edwilson.org/
Si conozco todos los 3, puedo entrar un [C] proporcional

Luego:
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2B0M, 0 0
[@]T[C][CD]{ 0 . 0 }

0 0 28,0M,

Luego, se puede calcular [C] como:

[c]=[[o] | [a][®]"

Pero:
[M,]=[o] [M][@]
M,T* =[] M][]]
M, [M]=01]

M [@] M][@]=[1]
M) [@] [M]=[@]

En forma similar

[M,][M,]* =[1]
(@] [M][@][M,] " =[1]
M[@]M ] = [[o] |

Por tanto

[C]=[[M][@][M]" |[«]|[M,]"[@] [M]]

Pero

[Mi]_l[a][Mi]_l { %‘Iw' }portanto

| }w}w]
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Para aquellos vectores que no se coloque amortiguamiento tendran valor cero en la solucion del

problema.

Adicionalmente podemos utilizar una combinacién de Rayleigh y Wilson — Penzien. Siguiendo la
recomendacion de Clough y Penzien. Sumamos ambos efectos. Se define el ultimo modo al cual se le

asigna un amortiguamiento @,, [,y se estable Rayleigh:

2
[C] =a, [K] dedondey a, = ﬁ el amortiguamiento para cualquier otra frecuencia es

@,

Law Yy opl2
ﬂi_zaca)i_z(a) ja)i_ﬂc(a)J

C c

Para las frecuencias bajo @, se debe modificar su valor

E=ﬂi—ﬂc(ﬂJ
[4)

c

Finalmente

GENIEIN e

i=1 i

15. RESPUESTA SISMICA PARA UN SISTEMA DE VARIOS GRADQOS DE LIBERTAD

{VT }nxl - {V} nx1 + {r}nxl Vg (t)lxl

Figura 15.1

[MI{V" @) +[C]{v®)} +[K]{v(t)} = {0}
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[M{u) +{r}v, (0} +[Cl{uM)} +[K]{v(®)} = {0}
[M (U} +[CT{®} +[KT{vD)} = ~[MT{r} ¥y (8) = {Preoo O}
[[K]-w?[M]]{g}=1{0}

) MU @+{4) [CHaL Y O +a) KA} @ =—{a} [M]{r}¥, (1)

M, ¥, () +Cy, () + Ky (1) =-LV, (t)  i=1...n
M, C,; K, : Masa, Disipacion y Rigidez modal

L, : Factor de participacion modal

15.1. CASO SiSMICO SOLUCION EN EL TIEMPO

j L, ()e " Isen(w, (t—17))d7

|D|O

y (t)=ML+wvwi,wi,vg)

VO =218l v=>1¢ {—wva)}

Li
(Fe®} =[K]{v)} =D [K]{4 {in(t)}

(Fe®}=>.[M]{4 {Mizi:‘ }
(Fe®}=Y[M]{4 {I\i/:‘iivi(t)}

La ventaja de esto, es que [M] es diagonal y [K] no.
Ejemplo
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Sim=m =m,=m, y K=k =Kk, =Kk;encontrar matriz de masa, rigidez, formas modales y factor de
participacion.

Repetir caso aislado asumiendo k;, = 0.05k

15.1.1. Cortante Basal

Fol — QM) ={Y’ {F. ()}
T Lo,
o 7 S 5]
. 5Q()= X ()
—iZSe llama masa modal efectiva
Q® M,

Una propiedad importante asociada a la masa modal efectiva es:
2

M, = Zn:hl;l_l = {1}T [M]{1} Lanormaexige un 900 95 %

i=1 VI
Demostracion
Si definimos un vector unitario en forma modal
{1 =2 v} =[@]{Y}
Cada coeficiente es:

T
Y, = %ﬂ =>MY, = {¢I }T [M ]{l} = L, que es el factor de participacion modal.

=Y, = ﬁ'l p:or tanto [1] =[®] {i}

La masa total de la estructura es:

M, = diag ([M])= {1} [M]{1} = {2} [M][q)]{ﬁ}
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15.1.2. Aceleracién de Piso

[M ]{vT O} +[Cl{v®)} +[K]{v(t)} =0
~[MI{VT )} =[C]{v)} +[K]{vD)}

Ademas
{ [K{d}=ol[M]{4}
=[MI"[K]{4} = {4}

si {v(t)} =D {4} Yi(t)
MV ®f =Z[C]{a}Y, (1) + Z[K]{a} V(1)

Usando amortiguamiento Rayleigh e identidad de valores propios:

[MIV" @ =Z(a[M {4 }Y; (1) +b[K]{4}Y; (1)) + Zo? [M }{#}Yi (1)
VT (O =2(a{g}Y () +a’d{A}Y, (1)) +Z e’ {4}V (1)

Pero

C, =aM, +bK, == aM, + »’bM,

C, =(a+a’b)M,

Ci — 24
= %/Ii =a+wb=2wp

Reemplazando

VT O} =Z208 {4}, (t)+Za {4}V (1)

fi<1=~0

VO =X {4}V (1)

En caso espectral el valor modal maximo es @’ {#,}Sd, ={4} Sa,. Luego se aplica la combinacioén

correspondiente.

INCLUIR FIGURA

15.1.3. Desplazamiento de Entrepiso

v =2 {41v.0
AVJ’ =V (t) _ijl(t) = Z(¢J| _¢J>1,i )Yi (t)
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15.2. RESPUESTA ESPECTRAL

Espectro de Respuesta

0.08 . ; ; : , .
0.06 : | |
2 0.04
0.02
0
0.4 , ; ! _. , 1
078 b sromsmmn o ———— SR WS _
& 02} £ IS AN S SO N SO Il
o1k-MN-V H TN L TN L0 TNV WONOP . I —— o]
0 — 1 i i 1 /-:—_‘-:---—
0 1 2 3 4 5 6 7

Periodo (seq)

Figura 15.2 dinaRespSismoNGLDEspectr.m Espectros de Respuesta El Centro 1940.

(O} = 3 (w0} = 3 14100
Respuesta Modal Maxima
yi (t)zlvll_—lwv(ﬂua)uvg

(0 =28,(A.T)

Desplazamiento Modal Maximo
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L
|Vi| :{ﬂ}msd (B,T)

Fuerza Modal Maxima

{Fa O} Z[M]{ﬂ}{%vi(t)} y {Fa () :[M]{ﬁ}%
(Fa 0} - [M ) 2PLLT)

i
Desplazamiento Modal Maximo de Entrepiso Edificio de Corte:
Av; =V, () -V, ()= (¢j'i — @i ) y;(t) Para un edificio de corte. Esta expresion debe variarse para
cada caso.
‘Avj,i‘ = (¢j,i _¢j—1,i )isd (ﬂ. ’Ti)
M. o

15.2.1. Combinacion Modal
ABS

{|R|} = Z|Ri| —> Conservador, pues sabemos que sumando todos los maximos, nunca se va a tener

respuestas mayores

SRSS: Importante esto es valido para situaciones de duraciones importantes, no impulsivas y no
monofrecuenciales

(R =(ZRF)

NCH433 OF 72

LS| - =%[Z|Ri|+(z|Ri|2)§J

cQc
N N
Rl=,[2 2 ~RR; cac
=1 i=1
Donde:
Segun Der Kiureghian (1981)
N 855, (B +1B,)r" T
L) ag B (L) 4( B4 B T
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Para amortiguamientos iguales:
82 (1+1)r 2
(1- r"-)2 +4p7r (1+r1)’

ij

En la norma Chilena NCh433 que es lo misma anterior dividida por (1+1)
8ﬂ2r3/2
C @A)+ 487 (L+T)

Rosemblueth y Elorduy (~1969) propuso una solucién intuitiva similar.

Pij

o
w
L]

0.01
0.05
—0.10

o
@
T

Correlation p
=]
B
T

3.5 4 4.5 5

o
5}

e
@

Correlation p
o
B

Figura 15.3 Norma Chilena NCh433y Original

Ejemplo

EQ: El Centro; NGDL= 5 m=100; k=12183; beta=0.05;

M= K= Cc=

00 0 0 0 O 12183  -12183 0 0 0 94.6621 -55.1846 -12.2270 -4.8649 -1.8935
0 100 0 0 © -12183 24366  -12183 0 0 -55.1846 137.6197 -47.8225 -9.2556 -2.9714
0 0100 0 O 0 -12183 24366 -12183 0 -12.2270 -47.8225 140.5910 -45.9290 -7.3622
0 0 0100 O 0 0 -12183 24366 -12183 | -4.8649 -9.2556 -45.9290 142.4845 -42.9576
0 0 0 0 100 0 0 0 -12183 24366 | -1.8935 -2.9714 -7.3622 -42.9576 149.8467
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" ffoni

w= T= phi =
3.1416 2.0000 0.0597 0.0549 0.0456 -0.0326 0.0170
9.1704 0.6852 0.0549 0.0170 -0.0326 0.0597 -0.0456
14.4563 0.4346 0.0456 -0.0326 -0.0549 -0.0170 0.0597
18.5709 0.3383 0.0326 -0.0597 0.0170 -0.0456 -0.0549
21.1811 0.2966 0.0170 -0.0456 0.0597 0.0549 0.0326
SaTn = Yn = Ln= Mn =
0.1787 20.9706 20.9706 1.0000
0.6502 -6.6022 -6.6022 1.0000
0.6914 3.4796 3.4796 1.0000
0.6439 1.9377 1.9377 1.0000
0.7043 0.8853 0.8853 1.0000
Compara Historia Tiempo - Espectro .  0.05
0.04 0.12
I RSS
I ~BS 0.1
0.03 [Ccac
< I NCh1972 o D08
2 I Time Hist 8
a 0.02 = 0.06
8 z 0.04
0.01
0.02
0
1 2 3 4 5
GDL GDL
1. SRSS 2. ABS 3. CQC 4 Chile1972 5. Time Hist
0.7 120 - - - -
0.6 100
= B2 80
= 0.4 60
§ 0.3
0. 40
0.1 20
0 0
1 2 3 4 S
GDOL

Figura 15.4 Compara respuesta Espectral y Tiempo Historia.
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16. VECTOR DE INFLUENCIA R

Para la siguiente estructura, se tiene:

| n
h- gl

',»;T
N
%L“J
[M]— ml+m2 O
10 mil

[F| (t)] = [M ]{VT (t)} = [|V| ]{V(t) +{r}vg (t)}

-4

[M]:[mhmz O}

0 ml

[F.®)]=[M ]{\'/'T (t)} =[M ]{V(t) +{r}v, (t)}

i

ml
L
T e m]=| ™
Lm%l. T j m,
— +—> m
3 : 2
1 0 -h
b o 01 L
|1 0 -h
7z Vau v 01 0
W, Vg, ()
93 ) {Vg (t)} - ng (t)
g, (t)
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17. TORSION

a
- - k12 l
=1 ‘99 . l
¢ ¥
- -~— hed
v, =1 v, =1
=1
k11 = Z(kix *1) vz k33 = Zkyi
Ky, =0 Kz _Z(kxiyi2+kyixi2+k9) k23:Zk X
yi N
k21 = _Z(kxi yi)
kai _zkxiyi 0
[K] = _Z Kyi i Kz Zkyixi
0 2Kixo 2k,

kx = kai
ky = Zkyi

Ky = Z(kxi yi +kxt + ke)

kxey = zkxi yi
kye, =D KX,

X

[K]=|-e,k, K,

k —ek,

0 ek, K
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Ejemplo:

k,=0
L 0 I kg k =k=1
. ky TEL M]=|0 r? o r=/2 S
] m —
L 0 0 1 m=1
a=10
a : a
k, =1 k, =1 k, =1
$Ka II‘-
K= I{El &
' TKa Ka K
K -t - K l | K|
- — 1 ¥
Kaf2 Kaf2
ky =3k Ky, = 3K
~0 a 2 a 2 2 33
3 kzzzka2+k(—j +ka2+k(5j +ka2+k(—j Ky, =—ka
K, =ko+k2 k22 kjg =0
2 2
3k a_k 0
2
2
K]=| 2 a2k | —ak
2 4
0 —ak 3k
3 5 0 1 0 o0
[K]=k|5 % -10| k=1 [m]=|0 % 0
0 -10 3 0 0 1
3.8 -0.45 0.89 0.21
—>T=|36| [®]=/003 0 087
1.3 0.9 045 -043
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17.1.1. Excentricidades:

1 ak 10
' |<yZ T a3
1 kZ 10
e =— k.y =——&=_T"
y kxz lel 3k 6
CR:(—E,—EJ
3 6

Si tenemos una accion arbitraria:

[M{v®; +[C]{v®} +[K]{v®)} = {PO)}

ky 1*3
kl

[[K]-a’[M]|{#} ={0}

En caso de movimiento en la base:
V()

(PO} =[M][r]{ 7.
Vs (D)

18. SISTEMAS CONTINUOS

Se tiene el siguiente estado de cargas:

ya m, El jo1
i L i
] T
—
i

Luego, con un diagrama de cuerpo libre se identifican las fuerzas que intervienen en el sistema,
trabajando siempre, sobre el eje neutro
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F(x,8)d

T

M(x.2) CV(X, £ W

Haciendo sumatoria de fuerzas verticales:

2.F, =0

-V (x,t)+ p(x,t)dx :V(x,t)+%dx+

Despejando se obtiene
S p(xt) =2—V+ £ (xt) > ()
X

o*v(x,1)

Pero, se sabe  f (x,t) = m(X)T

Luego haciendo sumatoria sobre los momentos a los que esta sometido el cuerpo:

> M, =0

-M(x,t)+ p(x,t)dxd—zx -, (x,t)dxd—ZX—V (x,t)dx —

Con lo que se obtiene

N oM (x,t)
OX

=V (x,t) > (2)

Sabemos ademas (ecuacion de la elastica)
o*v(x,1)
ox’
Sustituyendo en (3) y (2) en (1)

M (x,t) = EI(x)

-(3)
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Filxg)dx

J/V(X;T)+%dxj M(x,.ﬁ)+%@r

Figura 18.1

f, (x,t)dx

aV (x,1)

dxdx+ M (x,t) +
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ov(x,t) &

2 +—2{El(x) avixt)
ot OX

m(x) ox?

} p(x,t)

Caso basicom(x)=m EI(x,t)=El :

_d%v(x.t) o' (xt)

m pe +El PV p(x,t)

Solucién homogénea

- 62v(>2<,t) CEl 84v(>:,t)
ot OX

Solucion del tipo: V(X,t) = @(x) y(t)

my(t)a(x) +Elg" (x)y(t) =0.

MO 00 i

ElLy(t)  4(x)

De lo anterior se obtienen 2 ecuaciones, una en funcién del tiempo, la otra funcion del espacio. Y(t) y
#(X) respectivamente

=0

y(t)+a’ % y(t)=0 — Solucion del tipo  Yy(t) = Asen(wt) + B cos(wt)

oV (x)-a‘p(x)=0 — Solucién del tipo ¢(x) = Ae™
Ab‘e® —a*Ae® =0

(b*-a')p(x)=0—>b*=a’ >b={a,-a,ia,~ia}

B(x) = Ae™ + Ae™™ + Ae ™™ + Ae™

$(x) = Ae™ + Ae ™ + A {cos(ax) —isen(ax) } + A, {cos(ax) + isen(ax) }
#(x) = Ae™ + Ae ™ + B,sen(ax) + B, cos(ax)

#(x) = B;senh(ax) + B, cosh(ax) + B,sen(ax) + B, cos(ax)

e +e’”
cosh(x) =

X —X

e —¢€

sinh(x) = 5
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18.1.1. Viga simplemente apoyada.

dep ik

Condiciones de borde en x = 0:
v(0,t) =0 — y(t)¢(0) =0
M (0,t) =0 — Ely(t)¢"(0) =0
$(0)=B,*0+B,*1+B,*1+B,*0=0 )
—B,+B,=0
¢"(0)=B,a**0+B,a*-B,a* -B,a**0=0
—B,=B,=0
Condicién de borde en x = L.
v(L,t)=0— y(t)g(L) =0
M(L,t)=0— Elg"(L)=0
#(L) = B;senh(aL) + B,sen(aL) =0 (3)
¢"(L) = B,a’senh(aL) — B,a’sen(aL) =0 (4)
— 2B;senh(aL)=0— B, =0

B,=0

B,sen(aL) =0— Nz
aL=nzr —>a= T

o(x) = B3sen(nT” x]

, a‘El n'z*El n®*z% [EI
w = = > —_—

m L* m > \m
Tenemos infinitos modos, como corresponde a una viga en un sistema continuo. Los primeros 3 serian:
7TX m x| Ei
#,(x) = Bsen (Tj o=
27X
#,(x) = Bsen| == P o (B
L \__/ P _'zu'll ™
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#,(x) = Bsen (3LLXJ /"\\u//"‘\ o =;_!?2\,/¥H
18.1.2. Viga Cantiléver
ik EL m
En x = 0, el desplazamiento y el giro es nulo
v(0,t)=0—>¢(0)=0—>B,+B,=0
v(0,t)=0—>¢'(0)=0—> B, =-B,
En el extremo libre: momento nulo
M(L,t)=0— Elg"(L)=0
B,sen(alL)+ B, (cos(aL) +cosh(aL)) =0
Corte nulo:
V(Lt)=0—Elg"(L)=0
B(cos(aL)+cosh(aL))+ B(—sen(aL) +senh(aL)) = 0
Rescribiendo:
sen(aL) +senh(aL) cos(aL)+cosh(aL) | B, 0
[cos(aL) +cosh(aL) -sen(aL)+ senh(aL)}{ Bj - {0}
Desarrollando se encuentra
— 1+cosh(aL)cos(aL) =0 reordenando cos(alL) = I
cosh(aL)
& A =] Ceros de Ecuacion
"\.‘ [\ / alL=18751
O B A a,L = 4.6941
P S O 1 a,L =7.8548
4 1 a,L =10.996
v \/
Figura 18.2 Dinacantilev.m

Dado que la exponencial converge rapidamente a cero los otros ceros se pueden aproximar a partir de

cos(aL)=0:
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Paran>4 a L~ (2n —1)%

Bz, #(x), #(x)s $lx),
senh(a,L)+sen(a,L)

18.1.3. Ortogonalidad

Sea una viga cuya deformada tenga la siguiente forma:

f m, B Vi (X,1) = Y, (1) (X) = y;sen(wt) 4 (X)
o R f,(x,1) = -m(x)aly,sen(@ ), (9
v

v, 06 B)]= Yih (%)
[, (6, 0)] = i@ m(x)4 (x)
v, (0] =y, (%)
[£,0,0)] = ¥, 0fm(x); ()

JL' fi (¢ tv; (¢, x)dx = JL- f,(x v (x,t)dx  (Betti)

[ M)y, 0fd ()8, )y, dx = [m(x)y, @], (X)yidh (x)dx

(o0 =) [ M) (), (X)dx = 0

Ortogonalidad de Masa

M, —>i=]
| m(x)¢.(x)¢,—(x)dx=<0 S
—> 1% Paraa)iia)j

j m(x)g?(x)dx = M.,

' Masa Modal
Ortogonalidad de Rigidez
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m(x)% ;22 (EI(x)v"(x,t))=0
pero Vi = (XY (1)

[# (x)[m(x)y. (t)¢(x)+ (EI ()Y (O, (x))}dx =0

5,0 MO0 099, 090+ (0 40— (E1 (0 (09 dx =0

0—>i#]

j¢(x) (EI(X)g (x))dx—{ oM =K. —>im

El dx va alo largo del eje neutro. Integrando, por partes

. 0 .
—j¢j&(E|(x)¢, (x))dx=0

o ' L
4,00 (El (xm(x))o

#,(9Q0[. — (9 (EL04 (9)], +[ 4 (9EI (g cx =0

Esto indica que cuando las condiciones de borde trabajan la Ortogonalidad es mas compleja. Para
apoyos que no trabajan:

i+ ]

IEl(XW (X)¢ (X)dx_{ ZM =K, —>i=]j

Con estas condiciones de Ortogonalidad podemos desacoplar la solucion:

m(x)% ; (EI() vix )] p(x,1)

VD) = A 00Y 0

Luego la respuesta final real, se puede expresar como una suma de todas las respuestas asociadas a
cada modo:

" o) e
= a0 + + + +

Para condiciones iniciales
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V(4,0)= 2 4:00%,(0)
[ Mg, 0)v(x, 0)dx = [m(x)g; () (3 4 (), (0) ) dx
[ M09, ()v(x,0)dx = y, (0) [ m(x)g5} (x)lx

y;(0) = J.m(x)¢i (XZV(X’ 0)dx
Im(x)¢j (x)dx

[8,00m0) (2 (09, (0)) dx+ [ 6,(0) {j—;(a (0 (24 "(x)))} dx = [ p(x,t)g; (x)dx
7,0 m0)g; (dx-+y; 1) (0]M, ) = p (1)

J,OM;+ oMy, =pj)  j=1.

M, ;) +28,0,M ¥, (1) +o{M () = p;(t)

y;(0) = J.m(x)¢j '(\;I()V(X,O)ax

F, (X,t) = m(x)¥" (x,t)

Caso Sismico

=m)[ V(%) + ¢ (v, ()] | Per (x,1) = =M(X)¢, (X7, (1 4 <1
4, =1 = ..
0

18.1.4. Deformacién por Corte (distorsion angular)

Luego haciendo un diagrama de fuerzas, se tiene:

(x.8)
s
¥
5.9

4 T V(6 +%(x,1)&
V(x0
-

—
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Con lo que se puede plantear las siguientes ecuaciones:

N (xb) V(x,t) oV (xt)
F (8 -V () +V (x,0)+ 2 s px, )k =0 () T o

X 7(%,1) =G () (x.1)

=—p(x.1)

Vi _g 6(X) (t)

A(X)
oV (x.t )ZE(GA(X)GV(XJ))
OX OX OX

mm_i[e,&(x)%} = p(xyt)

ot? OX

mV(x,t) = GA(X)V"(x,t) = p(x,t)
v(x,t) = d(x)y(t)

m m
¢(x)_Asen( GAax]+Bcos[ /GA J
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19. ANEXO A

Respuesta a Impulso Sinusoidal

Fasel - ¢c=0
P(t) = P,sen(at)

— |sen(at)

(@
w

v(t) =% 1 (sen(@t)—gsen(a)t)j

(@ cos(at) — @ cos(awt))

v(t)=0 //Para obtener el maximo
@ cos(wt) = @ cos(wt)
ot = ot +27n=27n— wt

= ot =27 — wt

2 _
t=— o
0+
_ 2z _
tw = < (Yaque to=r)
[0)
1+—
w

Para forzar que el maximo esté en la Fase |
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—>1
T=2Z_Fy o
[ T

LT

T 2

P, 1 2
Ymx =17 T = [P0 T
a) a)

Para que ocurra Fase |l
t—1<1
T

. 2
’ Vv
_ 2 0o
Vimax =4/Vo T (_j
(4]

Donde las condiciones iniciales son las del término de la Fase |

=V, =V(t)

Vo = V(t1)

20. FRICCION

Ecuacion de Equilibrio Dinamico sin Amortiguamiento Viscoso:

mv (t)—sign(V(t)) uN +kv(t)= p(t)

Para vibracion libre p(t) =0

Se resuelve por partes dependiendo del signo de la velocidad V(t) >0
mv (t)— uN +kv(t) =0

mv (t)+kv(t) = 4N
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Para movimiento libre homogénea base V, (t) = Asen(at)+ Bcos(wt)
Solucion particular v, (t) =G y por tanto V (t) =0

G:ﬂ
k

v(t) = Asen(wt)+ Bcos(a)t)+%

Para condiciones iniciales Vv, V,

uN

V0:B+T:>B:V0—ﬂ

k
v, = Aw

Solucion final para caso uno:

v(t) =V—°sen(a)t)+(v0 —%)coﬂaﬁﬁ%
(0]

Segundo caso:V, <0
mv (t)+ N +kv(t) =0

mv (t)+kv(t)=-uN

v(t)= V_Osen(a)t)+(vo +%) COS(“*)‘(%)

(0]

Evaluamos decaimiento libre a partir de un desplazamiento inicial no nuloy vV, = 0

En este caso controla la ecuacion conV, <Opara 0<t<T /2

v N N
V(t) =-2sen (a)t) + (VO + ’UTJ cos (a)t) - (’UTJ El desplazamiento final de este segmento es:

(0]

v(t =%=ﬂ/a)):vo +%cos(ng_%

N
V(%) =V, _ZIuT

En forma recursiva podemos encontrar la envolvente de decaimiento. Si en medio ciclo decae

Deca)’(%) = 2% En T decae 4% = 4% =4A,
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g#MN _ g uN o Apmg 4 MY

Angulo de la pendiente: tan 8 =
Tk 27k 27k 27w

¢,Cuando se detiene?

kv(t) = uN y v, =0 por tanto

” , LN
mvV = 0 este desplazamiento esV, =——

20.1. MOVIMIENTO SIN RESORTE

Cuando no hay resorte y con una velocidad inicial V,la distancia maxima recorrida se obtiene del
balance de la energia cinética inicial y el trabajo de la fuerza disipada:

w =%m\'/§ = uNd

_Llmyg 1V
2pumg 2 ug

20.2. ENERGIA DISIPADA EN REGIMEN PERMANENTE
Ep = 4ﬂN “Vinax

20.3. INESTABILIDAD

Si estamos en resonancia puede ser inestable:

F, <W

entrada
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