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ECUACIONES DE REYNOLDS

ALDO TAMBURRINO TAVANTZIS

Notacion Indicial

Para ahorrar escritura, se usara la notacion indicial:
X =X =(x,%,,%3) = (%,Y,2)
U, = U= (U, Uy, Us) = (w0, w)

La repeticion de indices repetidos indica suma sobre ese indice. De este modo, la
ecuacion de continuidad para un fluido incompresible se escribe como:

Al sumar sobre el indice i= 1, 2, 3 se tiene:

ﬂu1+ﬂu2+ﬂu3:ﬂ_u+ﬂ_v+ﬂ_wo
Txi; Txg Txz3 Tx Ty 1=z

La ecuacion del movimiento de un fluido newtoniano, incompresible en un campo
gravitacional esta dada por la ecuacion de Navier-Stokes:

En la deduccion de la ecuacion anterior no hubo restriccion respecto al régimen de
flujo, por lo que puede ser aplicada tanto a flujos laminares como a turbulentos.

Descomposicion de Reynolds
Si en un punto del flujo se mide cualquier variable e de un flujo turbulento en

funcion del tiempo, el registro que se obtiene es como el que se muestra a
continuacion:
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Osborne Reynolds propuso descomponer la variable e en dos componentes: una
media temporal, e, y una fluctuacion en torno a la media, e’. De este modo, se

puede escribir:

e(x;,t)=e(x;)+e'(x;,t)

donde el promedio temporal se define como:

e=0
e=e
e _ e

Cedi = (e

Consideremos un flujo turbulento en el que sus propiedades estadisticas no varian
en el tiempo, en particular su valor medio temporal, su desviacion estandar y otros

momentos de orden superior.

La descomposicion de Reynolds aplicada a la ecuacion de continuidad se traduce

en:
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1 +u,') _Yw fu;'

=0
Tx; Tx;, Tx;
Promediando en el tiempo la ecuacion anterior:
1, , Tu’_
e Tx
De donde resulta:
_ (
Tu; -0 Tu; =0
fix; fix;

O sea, la ecuacion de continuidad se satisface tanto para las componentes medias
como para las fluctuaciones de la velocidad.

Las ecuacion de continuidad instantanea podemos escribirla indistintamente con
el subindice i o j, ya que ambos cubren (1, 2, 3), o sea:

Mu; _

Tx j
Multiplicando la ecuacion anterior (que es un escalar) por el vector u; :

Tu;
wod =
ﬂxj

Sumando esta ecuacion a la de momentum, resulta:

Ty w195 17

Aplicando la descomposicion de Reynolds:

ﬂﬁi +ui¢+ﬂ(ai +ui()(ﬁj +U,j() _ lﬂ(;ﬁ-}a’) +nﬂ2(ﬁi +ui¢)

Tomando promedio temporal de esta ecuacion:
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ﬂai +u’i¢+ ﬂ(ﬁl +ul¢)(ﬁj +uj¢) _ iﬂ(179+p') +n ﬂQ(Hi +ui¢)

ﬂt ﬂxj r ﬂxi ﬂx?
O sea,
— o & qwu. wu.t 7 S 2 2 €O
Tu; | T +‘|Tuluj Tuu; +‘|Tul U; +‘|Tul uj”_ 188'|1p ‘ﬂp naﬁ[ u  Tu=
oo Ik, Tx; T Tx ; Tx; 'nxl,Zj Ec; TG

Varios de los términos de la ecuacion anterior son nulos. Por ejemplo:

‘ﬂﬁiu’j B ‘Hﬂiu'J ‘Hu u

ﬂxj ﬂxj Tx X

J —

Considerando, ademas, que las propiedades estadisticas del flujo no varian en el
tiempo, la ecuacion de momentum se reduce a:

‘Huluj +‘Hui j .

Expandiendo la derivada del producto, el primer término del lado izquierdo queda:

ﬂaiaj _ ﬂa Ty,
T ‘ij uj T ;

Como se esta considerando un fluido incompresible, la derivada del producto se
reduce a:

ﬂﬁlﬁj _ ﬂa
T i Tl

por lo que la ecuacion de momentum se escribe como:
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Con el objeto de dar a la expresion anterior la forma de la segunda ley de Newton,
por unidad de masa, pero aplicada a cantidades medias temporales, o sea:

a=af

el segundo término del lado izquierdo lo pasamos al lado derecho:

_ — _ ¢ ¢
HM:_lﬂp +nﬂ2ui_ﬂuiuj
Jﬂxj r ﬂxl ﬂx? ﬂxj

El efecto que tiene este simple paso algebraico no es menor, ya que podemos
. R j¢
interpretar de otra manera al término

. Este término no es mas que un
Tx j
fluyjo de momentum de las fluctuaciones turbulentas, pero al pasarlo al lado
derecho, podemos interpretarlo como una fuerza, resultante de la turbulencia del
flujo. Insisto, no es una fuerza turbulenta, lo interpretamos asi ya que simplifica el

entendimiento de las ecuaciones y fenémenos turbulentos.

Siguiendo con el algebra:

— — _ — ¢ ¢
fluu; _ 171 +nﬂ2u] ] flu; u;
x; rile Tx

Mwu; _ 19, 1 8% ¢ o
SU UG
o W Tixg g T 0

Multiplicando la ecuacion de continuidad por la viscosidad:

Tu:
n—~_=0
ﬂxj

y derivando respecto a x;:

ﬂ ﬂﬂj —n ﬂ ﬂEJ:

Tx; ﬂxj ﬂxj Tx;

sumando a la ecuacion de momentum:
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o ; 19 19 2% ¢ ¢ m¢9q Ty

Jo 2P, 2 ¢m l-rui¢uj¢g+———1

‘ij rfx; r ‘ijg ‘ij g T ‘ij Tx;

agrupando términos:

fluu; 1
r

11 EM@G 109 g
Tx ; T, rIx;§ &Tx; x5 Jjﬂ
el término en paréntesis que multiplica la viscosidad dinamica es la tasa de
deformacion, ej y ne; corresponde a los esfuerzos de origen viscoso, los que
denotaremos como t,;. El subindice v es para enfatizar el origen viscoso de estos
esfuerzos.

De este modo, la ecuacion de momentum queda:

W 1,11 e 6w
Tx rx; fﬂxjgvy o

El término t,; - r ui¢u J-¢ lo interpretamos como el esfuerzo total actuando en un

flujo turbulento, cuando éste se representa en términos de sus cantidades medias
temporales. Tiene dos componentes, una de origen viscoso, t,; , y otra de origen

turbulento, - r ui¢u j¢, por lo que podemos escribir un esfuerzo total t:

Uy =ty +ty

donde t; =-r ui¢u j¢ corresponde al efecto turbulento y se denomina esfuerzos

aparentes de Reynolds o, simplemente, esfuerzos de Reynolds o esfuerzos
turbulentos.

Luego, las ecuaciones que rigen las propiedades medias temporales de un flujo
turbulento den un fluido newtoniano incompresible son:

Continuidad:

2

ﬂxj

Cantidad de movimiento:
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i u; 170,17 & ¢ @

= - + —— vij r u; u j =

x ] rfix; r9x b @

El sistema de ecuaciones anteriores se conoce como ecuaciones de Reynolds.

Siendo mas preciso en la definicion del promedio temporal, o sea considerando un
T lo suficientemente grande para eliminar las fluctuaciones turbulentas, pero no
tan grande como para eliminar la variacion de la dependencia que puedan tener
las caracteristicas medias, es posible incluir la dependencia de las cantidades
medias con el tiempo, resultando:

Las ecuaciones de Reynolds presentan un gran avance para el estudio de los
fenomenos turbulentos, pero no resuelve el problema, ya que ty sigue siendo
desconocido. Considerando la simetria de los esfuerzos turbulentos, tg = ty
resulta que tenemos 4 ecuaciones (una de continuidad y tres de momentum) y 10

incognitas: ﬁ,ﬁ,w,p,u’Q,v’Q,w’Q,u’v’,u’w’,v’w’. Esto es lo que se conoce como el

problema del cierre de la turbulencia y consiste en el hecho de tener mas incognitas
que ecuaciones. Luego, el proximo problema a resolver es determinar los esfuerzos
turbulentos t4;, pero esa es materia de la proxima clase.

ij




