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1. Un nimeraon no primo que satisface la identida®! = 1 (mod n) para cada entero positivo< n
tal queged(b,n) = 1 se denominalmero de Carmichael

Seapips - - - py; la factorizacion prima de un entero positivo> 2. Asuma que todos log;’s son
distintos y quep; — 1 divide an — 1 (1 < j < k). Demuestre que es un nimero de Carmichael.

Solucion: Tome unb cualquiera tal quecd(n, b) = 1. Para cualquiep;, 1 < j < k, se debe cumplir
quegcd(b,pj) = 1. (De otra formap y p; tendran factor primo en comin, y por tanto, lo mismo
ocurrira conn y b). Por pequefio Teorema de Ferniéit—! = 1 (mod p;), para cadd < j < n.

Pero para cada < j < n existek > 0 tal queb” ! = v*®i—1 (porquen — 1 es divisible pop; — 1).
Luegob™~! = 1(mod p;), para cadd < j < n.Pero como todos lgs;’s son primos distintos, esto
quiere decir qué™ ! — 1 es divisible pop;ps - - - p,. Concluimos qué™ ! — 1 es divisible pomn.

. Demuestre que si y b son enteros positivos tal que > b, entonceg2® — 1)mod (2’ — 1) =
2a modb __ 1.

Solucibn: Asumaa = kb + ¢, dondek > 1y 0 < ¢ < a. Entonce2® — 1 = 2k+c _ 1, Luego,
2% —1 = 2F+¢ 1 (mod 2° —1). Note ademas qu&¥’¢ — 1 = 2¢ — 1 (mod 2° — 1). Esto es porque
okbte 1 (2¢0—1) = 2¢(2F~1 1), y 2** —1 es divisible por® — 1 (suma geométrica). Concluimos
que(2® — 1)mod(2° — 1) = 2¢m°db _ 1 puesamodb = cy 20 — 1 > 20mdb _ 1,

. SeaS(m,n) el nUmero de funciones sobreyectivas que van desde umtorganm elementos hasta
un conjunto com elementosp < m. Defina recursivamente&(m, n) en funcion den, n, C(n, k),
parak < n,y S(m,k), parak < n. Justifique su respuesta.

Solucibn: S(m,1) =1y S(m,n) = n™ — 3721 C(n, k)S(m, k).

. Untorneoes un grafo simple y dirigido tal que siy v son nodos distintos del grafo, entonces
exactamente uno de los pafesv) y (v, u) es un arco del grafo.

Demuestre que todo torneo tiene un camino Hamiltonianogeis,din camino simple que visita cada
vertice exactamente una vez.

Solucion: Por induccion en el nUmera de veértices. Para = 1 es trivial. Asuma qué~ tiene
n + 1 vértices. Remueva un vértiee cualquiera de=. EntoncesG’ = G v es un torneo, y, por
hipotesis inductiva tiene camino hamiltoniano desde noda:’ . Si (v, «) 0 (u’,v) son arcos el
entonces existira camino hamiltoniano @ndesdev a«’ o desdeu av). Asuma, por el contrario,
que(u,v) Yy (v,u’) son arcos e:. Entonces debe existir nodd tal que(u”,v) y (v, v) son arcos
en, dondeu™ es el nodo que viene inmediatamente despuésufjien e el camino hamiltoniano
de G'. Concluimos que&Z tiene como camino hamiltoniano el que empiezauesigue el camino
hamiltoniano de>’ hastau”, visitav, vuelve au’, y luego sigue el camino hamiltoniano @ehasta
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