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1. Ladistancia entre dos nodos distintasy v’ de un grafo simpl€z = (V, E) es el largo (nGmero de
arcos) del camino mas corto €nentrev y v'. El diametro deiZ es la maxima distancia existente
entre dos nodos distintos.

Demuestre que si el diametro de un grafo sin(gles> 4, entonces el diametro de su complemento
es< 2.

Recuerde que el complemento de un grafo siniple- (V, E) es el grafoG = (V, E) tal que para
cada pafv.v’) de nodos eV se tiene quév,v’) € E siy solo si(v,v’) € E.

Solucibn: Asuma, por contradiccion, qu& contiene dos nodasy v a distancia> 3. Demostraremos
gue el diametro dé/ es a lo méas 3.

Seans y t dos nodos cualquiera €ri. Demostraremos que su distancia @res a lo mas 3. Si
(s,t) ¢ E entonces no hay nada que demostrar pues entonces su digtaGoes 1. Asuma entonces
que(s,t) ¢ E. Consideramos varios casos:

= (s,u) Yy (v,t) pertenecen &. Entonces claramente el caminau, v, ¢ tiene largo 3.
= (s,v)Y (u,t) pertenecen &. Simétrico al anterior.
= (s,u) Yy (u,t) pertenecen &. Entonces hay camino de largo 2.
= (s,v)Y (v,t) pertencen &. Igual al anterior.
(

s,u) € F, pero ni(u,t) ni (v,t) pertenecen &. Luego existe camine, ¢, v de largo 3 erd,
lo que es una contradiccion.

(s,u) ¢ E. Entoncegs,v) € E, pues sino habria camingu, v de largo 2 erG;. Ademas, por
la misma razon(t, u) o (¢,v) pertenecen &. Esto termina la demostracion.

2. @ SeaG un grafo simple y conexo con al menos 2 nodos. Demuestre gste ex nodo enGG
tal que si se sacaw@ade G (junto a todos los arcos incidentes)eel grafo sigue siendo conexo.

b) SeaG = (V, E)) un grafo simple. Demuestre qa&contiene un camino cuyo largo es al menos
min {deg(v) |v e V} —1.

Solucion: Tome el camino mas largo en el grafo. Para el (ltimo node debe tener que todos sus
vecinos estan contenidos en el camino. Es posible entateesstrar qués \ {v} es conexo. La
segunda parte usa la misma idea.

3. Sea = (V, E) un grafo simple bipartito. Decimos qu€ C E es unmatrimonio enG, si no existen
dos arcos ert’ que sean incidentes al mismo nodo, y para todo vétticeV existe un arco e’
que es incidente a él.



Para un nod@ en G, definaN (v) como el conjunto de nodos que son adyacentes3i X es un
conjunto de vertices ef¥, entonces definimod’ (X)) comol . x N(v).

SeaG = (V, E) un grafo bipartito simple y conexo cuyo conjunto de nodosipiger particionado en
V1 y Vs (es decir, todos los arcos énvan desdé/; als). Demuestre qué’ contiene un matrimonio
siy solo si|V;| = |Va| y para cadaX C V; se tiene queX | < |N(X)].

Solucion: Es claro que sz contiene matrimonio entoncé®;| = |V| y para cadaX C V; se tiene
que|X| < |N(X)|. Aqui demostramos la otra direccion.

Seavs, ..., v, una enumeracion de los nodos Wge Iremos construyendo inductivamente, nodo a
nodo, un matrimonio par&. Comenzamos con,. Dado queN (v1) > 1, debe existir al menos un
nodou; enV, que es adyacentewq. EI matrimonio empieza asignandole el nadoa v; (pero note
que luego esto puede cambiar).

Para el caso inductivo considere el nadq;, j < n. Sabemos que;;; es adyacente a al menos un
nodo enVs. El problema seria que cada nodgue es adyacentewa; ya hubiera sido asignado por
el matrimonio a alguno de los nodos . .., v;. (Si esto no ocurriera, simplemente tomamos un nodo
u que es adyacentewg, 1, y no ha sido asignado«a (i < j) por el matrimonio, y se lo asignamos a
Vj41)-

Sea entonceB, el conjunto de nodos ey, . .., v; } tales que los nodos que le han sido asignados por
el matrimonio pertenecensi(v;41). Tome el conjuntd’y” = V{ U {v,1}. Sabemos qué&/ (V") >
V/",y, por tanto, debe existir al menos un nadgue pertenece & (V") pero no pertenecel§i(v;1).

Si este nodo no ha sido asignado por el matrimonio a ningto Bo{v, ..., v;} entonces podemos
construir un nuevo matrimonio con el siguiente “switchin§eav; un nodo enl’y que es adyacente
au. Entonces el matrimonio le asignaael nodow, y av;4; el nodo que habia sido asignade;a
hasta el paso anterior.

El problema seria que todos los nodosé(V/”) hayan sido asignados a los nodos{en, . .. ,v;}
por el matrimonio. Sin embargo, no es dificil ver que en es® @odriamos continuar iterativamente
nuestro proceso hasta que “sobre” un nodo. En tal casoar@i el “switching”.



