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1. Seal un grafo simple. Demuestre qG&o su complementa;, es conexo.

Solucibn: Asuma quei no es conexo, por tanto tiene al menos dos componentes GOM®XA0S-
traremos qué- es conexo.

Considere dos nodos, v cualquiera erG. Siu,v pertenecen a distintas componentes conexas en
G entonces son adyacentyes @n Si pertenecen a la misma componente conexa:etome u’
nodo cualquiera en otra componente conexa:deuego, existen arco@u, u’) y (u’,v) enG. Esto
demuestra que cualesquiera dos nodo§ @stan a distancia a lo mas 2.

2. Asuma quen es un entero par mayor mayor o igual a 4. &tan grafo simple com vértices y
. , 2 . ., . s
estrictamente mas d&- arcos. Demuestre qu& contiene un triangulo; esto es, existen 3 vertices
a,b,cendG tal que(a,b), (b,c) Y (a,c) son arcos dé& .

Solucion: Denote pord(u) el grado de un node. Asuma, por contradiccion, qué = (V, E) no
contiene triangulos.

Dado que no existen triangulos, para cada dica) € E se debe tener qué(u) + d(v) < n.
Sumando los lados de esta desigualdad para(eada € E obtenemos qu&_, ., d(v)? < n|E|.

Por el teorema de los saludos sabemos2jiig = Y-, ., d(v). Por tantod|E|? = (3, . d(v))%.
Por la desigualdad de Cauchy-Schwdly,, ., d(v))* < n >, ., d(v)?. Concluimos que
4B < n) d(v)* <n’|E|
veV

y, por tanto,|E| < n?/4, lo que es una contradiccion.

3. Sea = (V, E) un grafo simple bipartito. Decimos qu€ C E es unmatrimonio enG, si no existen
dos arcos ert’ que sean incidentes al mismo nodo, y para todo vétticeV existe un arco e’
que es incidente a él.

Para un nodw en G, definaN(v) como el conjunto de nodos que son adyacentesSi X es un
conjunto de vertices ef¥, entonces definimod’ (X)) comolJ,c x N(v).

SeaG = (V, E) un grafo bipartito simple y conexo cuyo conjunto de nodosipiger particionado en
V1 y Vs (es decir, todos los arcos éhvan desdé’ als). Demuestre qué’ contiene un matrimonio
siy solo si|V;| = |Va| y para cadaX C V; se tiene quéX| < |N(X)|.

Solucion: Es claro que sz contiene matrimonio entoncék; | = |V»| y para cadaX C V; se tiene
que|X| < |N(X)|. Aqui demostramos la otra direccion.



Seauy,...,v, Una enumeracion de los nodos We Iremos construyendo inductivamente, nodo a
nodo, un matrimonio par&. Comenzamos con,. Dado queN (v1) > 1, debe existir al menos un
nodou; enV, que es adyacentewq. EI matrimonio empieza asignandole el nadoa v; (pero note
que luego esto puede cambiar).

Para el caso inductivo considere el nadq, j < n. Sabemos que;; es adyacente a al menos un
nodo enVs. El problema seria que cada nodgue es adyacentewa; ya hubiera sido asignado por
el matrimonio a alguno de los nodos . .., v;. (Si esto no ocurriera, simplemente tomamos un nodo
u que es adyacentewg, 1, y no ha sido asignado«a (i < j) por el matrimonio, y se lo asignamos a
Vj+1)-

Sea entonceB, el conjunto de nodos ey, . .., v; } tales que los nodos que le han sido asignados por
el matrimonio pertenecensi(v;1). Tome el conjuntd’y” = V{ U {v,1}. Sabemos qué&/ (V") >

V", y, por tanto, debe existir al menos un nadgue pertenece & (V") pero no pertenecel§i(v;1).

Si este nodo no ha sido asignado por el matrimonio a ningto Bo{v, ..., v;} entonces podemos
construir un nuevo matrimonio con el siguiente “switchin§eav; un nodo enl’;y que es adyacente
au. Entonces el matrimonio le asignaael nodow, y av;4; el nodo que habia sido asignade;a
hasta el paso anterior.

El problema seria que todos los nodosé(¥/”) hayan sido asignados a los nodos{en, . .. ,v;}
por el matrimonio. Sin embargo, no es dificil ver que en es® @odriamos continuar iterativamente
nuestro proceso hasta que “sobretin nodo. En tal casoamalizel “switching”.



