Capitulo 4: Grafos
Clase 4: Arboles

Matematica Discreta - CC3101
Profesor: Pablo Barceld
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Arboles

Los arboles son una clase particular de grafos que aparecen muy
usualmente en computacion:

Como herramienta para construir algoritmos eficientes;

para construir cédigos eficientes para la transmisién de datos;
para estudiar juegos;

como documentos XML;

vV v v v Y

entre otros.
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Arboles

Definition

Un drbol es un grafo conexo no dirigido que no contiene circuitos
simples.

Un bosque es un grafo no dirigido que no contiene circuitos
simples.
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Arboles

Definition
Un arbol es un grafo conexo no dirigido que no contiene circuitos
simples.

Un bosque es un grafo no dirigido que no contiene circuitos
simples.

Existen varias formulaciones equivalentes. Por ejemplo,

Proposicién
Un grafo no dirigido es un arbol si y sélo si hay un tinico camino
simple entre cualquiera dos de sus vértices.
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Arboles con raiz

En muchas aplicaciones es necesario distinguir un nodo particular
de un arbol, que es designado como la raiz (los definimos
recursivamente antes).

Ademads, asumimos que los arcos pasan a ser dirigidos, siempre
alejandose de la raiz. Por ejemplo,

Micolaus and Margaretha

16251708
# il ™
Jacob | Micalaus Johann
1654-1705 1662-1716 1667-1748
1 ' i ~
Nicolaus | Nicolaus Il Daniel Johann Il
1687-1759 1695-1726  1700-1782 1710-1790
4 L k-
Johann Il Daniel | Jacob I

1744-1807 1751-1834 1759-1789
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Terminologia de grafos

Sea T un grafo con raiz v.

El padre de un nodo u tal que u # v, es el nodo ' tal que existe
un arco dirigido desde v/ a u en T. También decimos que u es un
hijo de v’

Dos nodos son hermanos si tienen el mismo padre.

Los ancestros de u son todos los nodos u’ # u en el camino desde
u hasta v. Los descendientes de u son todos los vértices que tienen
a u como ancestro.

Una hoja es un nodo sin hijos. Los nodos que no son hojas se
llaman internos.

El subarbol de T con raiz es u es el subgrafo de T inducido por u
y todos sus descendientes.
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Arboles m-arios

A veces estamos interesados en drboles donde el nimero de hijos
es limitado:

Definition
Un arbol con raiz es m-ario, m > 1, si cada nodo interno tiene a lo

mds m hijos. Decimos que el arbol m-ario es completo si cada
nodo interno tiene exactamente m hijos.

Por ejemplo, el siguiente es un drbol binario completo:

Full Birasy Teea

P. Barcel6 — Matemitica Discreta - Cap. 4: Grafos 6 /12



Propiedades de arboles

Demuestre los siguientes teoremas por induccion:

Teorema
Todo arbol con n vértices tiene n — 1 arcos.

La altura de un arbol T con raiz v es el mdximo largo de un
camino simple desde v a una de las hojas de T.

Teorema

Hay a lo mds m" hojas en un drbol m-ario de altura h.
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Ejercicios

Ejercicio: Demuestre que un grafo simple es un arbol si y solo si es
conexo, pero sacar cualquiera de sus arcos lo convierte en un grafo
no conexo.

Ejercicio: Sea G un grafo simple con n vértices. Demuestre que G
es un arbol si y solo si es conexo y tiene n — 1 arcos.

Sea T un drbol y v un nodo del drbol. La excentricidad de v es el
largo del mayor camino simple en T que empieza en v. El nodo v
es un centro de T si no existe v/ con menor excentricidad que v.

Ejercicio: Demuestre que un arbol tiene un centro, o dos que son
adyacentes.
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Spanning trees

Definition
Sea G un grafo simple. Un spanning tree de G es un subgrafo de
G que es un drbol y que contiene a todo nodo deG.

Por ejemplo, la siguiente figura muestra un grafo junto con uno de
sus spanning trees:
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Caracterizacién

Obviamente, si un grafo tiene un spanning tree entonces es
conexo. Pero mas interesante atin es que lo contrario también es
cirto. Esto es,

Teorema
Un grafo simple es conexo si y solo si tiene un spanning tree.

Ejercicio: Demuestre el teorema.
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Aplicaciones

Los spanning trees son dtiles en ciertas tareas de los protocolos de
Internet.

Asuma que tiene un computador que quiere enviar informacién a
miultiples computadores.

Una solucién es enviarle una copia a cada computador, pero esto
es ineficiente pues pueden llegar a enviarse demasiadas copias.

Los protocolos de Internet envian esa informacién a ciertos routers,
y estos a otros routers, de tal forma que dltimamente todos los
computadores reciben el mensaje.

Sin embargo, es ineficiente que un router reciba dos veces el mismo
mensaje, i.e. que hayan circuitos en el modelo de grafos de la red.

Los protocolos actuales de Internet resuelven este problema
generando un spanning tree de la red.
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Ejercicio

El siguiente ejercicio muestra que es posible encontrar una
secuencia de spanning trees que lleva de un spanning tree a
cualquier otro spanning tree mediante la sucesiva insercién y
eliminacién de arcos.

Ejercicio: Sean T y T’ dos spanning trees del mismo grafo simple
G. Asuma que existe arco e en T que no pertenece a T'.
Demuestre que existe un arco ¢’ en T’ tal que ¢’ noestden T,y
tal que T continda siendo un spanning tree si le sacamos a e y le
agregamos a €/, y T’ continda siendo un spanning tree si le
sacamos a €’ y le agregamos a e.
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