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1. SeaF el conjunto de todas las funciones deR enR.

a) Defina una relación binaria�O enF tal que para cadaf1, f2 ∈ F , f1 �O f2 si y sólo sif1 es
O(f2). ¿Es�O un orden parcial enF?

Solución: No, porque no es una relación antisimétrica. Ejemplo,f1 = x y f2 = x + 1. Clara-
mente,f1 esO(f2) y viceversa, perof1 6= f2.

b) Defina una relación binaria�Θ enF tal que para cadaf1, f2 ∈ F , f1 �Θ f2 si y sólo sif1 es
Θ(f2). Demuestre que�Θ una relación de equivalencia enF .

Solución: Fácil.

c) DefinaFΘ como el conjunto de las clases de equivalencia deF con respecto a la relación de
equivalenciaΘ. Defina la relación�O,Θ enFΘ de la siguiente forma: Para todo[f1], [f2] ∈ FΘ,
[f1] �O,Θ [f2] si y sólo si existef ∈ [f1] y f ′ ∈ [f2] tal quef esO(f ′).

Demuestre que�O,Θ es un orden parcial enFΘ.

Solución: Claramente la relación es refleja porquef esO(f).

Para la antisimetrı́a, asuma[f1] �O,Θ [f2] y [f2] �O,Θ [f1]. Luego, existeg1, g2 ∈ [f1] y
g3, g4 ∈ [f2] tales queg1 esO(g3) y g4 esO(g2). Pero esto implica quef1 esO(f2) y f2 es
O(f1), puesg1 y g2 sonΘ(f1) y g3 y g4 sonΘ(f2). Concluimos quef1 esΘ(f2), y por tanto
[f1] = [f2].

La transitividad es similar.

d) Demuestre que�O,Θ no es un orden total enFΘ.

Solución: Esto lo demuestra las funcionessen x y cos x.

2. Suponga que entre cada par de ciudades de un paı́s existe uncamino de un sentido que las conecta en
una dirección o la otra. Demuestre utilizando inducción que existe una ciudad que puede ser alcanzada
desde cualquier otra ciudad ya sea de forma directa o pasandopor exactamente una ciudad diferente.

Solución: Por inducción en el número de ciudades. El caso basen = 1 es trivial. Asuma para el
caso inductivo que hayn + 1 ciudades,n ≥ 1. SeaC el conjunto de ciudades. Remueva una ciudad
cualquierac ∈ C. Luego, entre las restantesn ciudades existe ciudadc′ ∈ C \ {c} que cumple la
propiedad buscada (por hipótesis inductiva).

Asuma por contradicción que no existe ciudad enC que cumpla la propiedad deseada. SeaN el
conjunto de todas las ciudades desde las cuales se puede viajar directamente ac′. Claramentec 6∈ N ,
y para cadac′′ ∈ N se tiene que se puede viajar directamente desdec′′ a c. (Esto es porque de otra
formac′ satisfacerı́a la propiedad deseada enC).



SeaN ′ el conjunto de todos los elementos enC \ {c} a los cuales se puede viajar directamente desde
c′. En este caso, siN ′ 6= ∅ entonces existen ∈ N ′ tal que todo lo siguiente es cierto: (1) No se puede
viajar directamente desden ac, y no se puede viajar directamente desden a ninguna ciudad enN (de
otra formac satisfacerı́a la propiedad deseada enC).

Consideramos dos posibilidades: (1) Si todo elemento enN ′ \ {n} tiene camino directo an, entonces
n satisface la propiedad deseada enC lo que es una contradicción. (2) El conjuntoN ′′ ⊆ N ′ \ {n}
de las ciudades a las cuales se puede viajar directamente desde n es no vacı́o. Luego, por hipótesis
inductiva, el conjunto inducido por las ciudades enN ′′ tiene centron′. Demostraremos quen′ es
centro deC, lo que es una contradicción.

Claramente desde cada ciudad enC \ N hay camino que pasa por exactamente una otra ciudad hasta
llegar an′ (el camino pasa porn en este caso). Además, desde cada ciudad enN ′ existe camino que
pasa por a lo más una ciudad hasta llegar an′. Por ejemplo, si la ciudad esta enN ′′ este camino
está dado por el hecho de quen′ es centro deN ′′. Si, por otro lado, la ciudad está enN ′ \ (N ′′ ∪{n})
entonces el camino pasa porn.

3. Demuestre que para cadan ≥ 2, la expansión de(1 + x + x2)n contiene al menos un coeficiente par.

Hint: Concéntrese en la paridad de los 4 primeros coeficientes de la expansión de(1 + x + x2)n.

Solución: Asuma que(1+x+x2)n =
∑

2n
i=0

aix
i, paran ≥ 2. Luego,(1+x+x2)n+1 =

∑
2n+2

i=0
bix

i,
dondeb0 = a0, b1 = (a0 + a1), b2 = (a0 + a1 + a2) y b3 = (a1 + a2 + a3). Esto quiere decir que la
paridad de los 4 primeros coeficientes de la expansión de(1 + x + x2)n+1 solo depende de la paridad
de los 4 primeros coeficientes de(1 + x + x2)n.

Definimosqn(x) como la expansión de(1+x+x2)n con los coeficientes escritos módulo 2. Entonces,

q1(x) = 1 + x + x2

q2(x) = 1 + 0x + 1x2 + 0x3 + . . .

q3(x) = 1 + 1x + 0x2 + 1x3 + . . .

q4(x) = 1 + 0x + 0x2 + 0x3 + . . .

q5(x) = 1 + 1x + 1x2 + 0x3 + . . .

q6(x) = 1 + 0x + 1x2 + 0x3 + . . .

Note que los primeros cuatro coeficientes deq6(x) coinciden con los deq2(x). Esto quiere decir que
la secuencia de los cuatro primeros coeficientes deqn(x) es periódica, y, en particular, los primeros
cuatro coeficientes deqn+4(x) coinciden con los deqn(x). Dado que para cada2 ≤ i ≤ 5 al menos
uno de los primeros cuatro coeficientes de la expansión de(1 + x + x2)i es par, lo mismo es cierto
para cada subsecuentei ≥ 5.


