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1. SeaF el conjunto de todas las funcionesEenR.

a) Defina una relacion binarig&o enF tal que para caddy, fo € F, f1 <o fo Siy solo sif; es
O(f2). ¢Es=o un orden parcial etF?

Solucion: No, porque no es una relacion antisimétrica. Ejempjo= z y fo = x + 1. Clara-
mente,f; esO(fy) y viceversa, perg; # fo.

b) Defina una relacion binarigg en F tal que para cad#, fo € F, f1 <o f2 Siy sblosif; es
O(f2). Demuestre que&e una relacion de equivalencia én

Solucion: Facil.
c) DefinaFg como el conjunto de las clases de equivalencigFdeon respecto a la relacion de
equivalencie®. Defina la relacion<p ¢ enFg de la siguiente forma: Para tofify |, [ f2] € Fe,

[f1] 20,0 [f2] iy sOlo si existef € [fi]y f' € [f2] tal quef esO(f).
Demuestre queo e €s un orden parcial efg.

Solucion: Claramente la relacion es refleja porgiesO( f).

Para la antisimetria, asum# ] <o.e [f2] Y [f2] 20,0 [fi]. Luego, existeg;, g2 € [fi] ¥
93,94 € [f2] tales quey; esO(gs) Y g4 €sO(g2). Pero esto implica qué; esO(f2) y f2 es
O(f1), puesgy y go SONO(f1) Y g3 ¥ g4 SONO( f2). Concluimos quef; esO(f2), y por tanto
Lf1] = [fa].

La transitividad es similar.
d) Demuestre que&p e no es un orden total efg.

Solucion: Esto lo demuestra las funciongs: = y cos x.

2. Suponga que entre cada par de ciudades de un pais extseino de un sentido que las conecta en
una direccibn o la otra. Demuestre utilizando induccibe gxiste una ciudad que puede ser alcanzada
desde cualquier otra ciudad ya sea de forma directa o pagan@éxactamente una ciudad diferente.

Solucion: Por induccion en el nimero de ciudades. El caso base 1 es trivial. Asuma para el
caso inductivo que hay + 1 ciudadesp > 1. SeaC' el conjunto de ciudades. Remueva una ciudad
cualquierac € C'. Luego, entre las restantesciudades existe ciudad € C \ {c} que cumple la
propiedad buscada (por hipbtesis inductiva).

Asuma por contradiccion que no existe ciudad(emue cumpla la propiedad deseada. 3éal
conjunto de todas las ciudades desde las cuales se pueatediiagtamente &. Claramente: ¢ N,

y para cada’ € N se tiene que se puede viajar directamente de$ade-. (Esto es porque de otra
formac’ satisfaceria la propiedad deseada’@n



SealN’ el conjunto de todos los elementos@n {c} a los cuales se puede viajar directamente desde
. En este caso, sV’ # () entonces existe € N’ tal que todo lo siguiente es cierto: (1) No se puede
viajar directamente desdeac, y no se puede viajar directamente desdeninguna ciudad eV (de

otra formac satisfaceria la propiedad deseada®gn

Consideramos dos posibilidades: (1) Si todo elementy’eép{n} tiene camino directo a, entonces
n satisface la propiedad deseada’éio que es una contradiccion. (2) El conjumd C N’ \ {n}
de las ciudades a las cuales se puede viajar directamemtedes no vacio. Luego, por hipbtesis
inductiva, el conjunto inducido por las ciudades Efi tiene centron’. Demostraremos que’ es
centro deC’, lo que es una contradiccion.

Claramente desde cada ciudadel NV hay camino que pasa por exactamente una otra ciudad hasta
llegar an’ (el camino pasa pat en este caso). Ademas, desde cada ciudatl’exxiste camino que
pasa por a lo mas una ciudad hasta llegar.aPor ejemplo, si la ciudad esta e’ este camino

esta dado por el hecho de qguees centro deV”. Si, por otro lado, la ciudad esta & \ (N” U {n})
entonces el camino pasa par

. Demuestre que para cada> 2, la expansion dél + z + x?)" contiene al menos un coeficiente par.

Hint: Concéntrese en la paridad de los 4 primeros coeficientesaighnsion dél + z + 22)".

Solucibn: Asuma que1+z+22)" = 32" a;2%, paran > 2. Luego,(1+z+z2)"tt = 3242 p,af,

dondeby = ag, by = (ag + a1), ba = (ap + a1 + a2) y bs = (a1 + a2 + a3). Esto quiere decir que la
paridad de los 4 primeros coeficientes de la expansidn der + 22)"*! solo depende de la paridad
de los 4 primeros coeficientes (le+ = + z2)".

Definimosg,, (z) como la expansion dé +z+22)™ con los coeficientes escritos modulo 2. Entonces,

az) = 1+z+2°

gz) = 1+0x+12? +02 +...
() = 1+1z+02? +12 +...
q(r) = 1+0z+0z%+023+. ..
gs(r) = 1+1z+ 122 +023 +. ..
ge(r) = 1+0z+ 1z +023 + ...

Note que los primeros cuatro coeficientesggler) coinciden con los de,(z). Esto quiere decir que
la secuencia de los cuatro primeros coeficienteg,de) es periddica, y, en particular, los primeros
cuatro coeficientes dg,.4(z) coinciden con los de, (). Dado que para cada< i < 5 al menos
uno de los primeros cuatro coeficientes de la expansifn dex + x2)¢ es par, lo mismo es cierto
para cada subsecuerite 5.



