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1. Unacláusulaes una fórmula de la lógica proposicional de la formaℓ1 ∨ · · · ∨ ℓn, donde cadaℓi es un
literal, es decir, una proposiciónp o su negación¬p. Por ejemplo,p ∨ ¬q ∨ r es una cláusula.

La regla de resolucíon de la lógica proposicional establece lo siguiente: SiC1 y C2 son cláusulas yp
es una variable proposicional, entonces desde las cláusulas(C1 ∨ p) y (C2 ∨ ¬p) es posible deducir
la cláusulaC1 ∨ C2. Por ejemplo, desde las cláusulas(p ∨ ¬q ∨ r) y (¬r ∨ s) es posible deducir la
cláusulap ∨ ¬q ∨ s.

Demuestre que la regla de resolución es correcta. Esto es, si C1 y C2 son cláusulas yp es una variable
proposicional, entonces

{(C1 ∨ p), (C2 ∨ ¬p)} |= C1 ∨ C2.

Solución: Tome una fila arbitrariaf de la tabla de verdad, y asuma, sin pérdida de generalidad, que
f((C1 ∨ p)) = f((C2 ∨ ¬p)) = 1. Dado quef(p) = 1 o f(¬p) = 1, analizamos dos casos:

f(p) = 1: Luego,f(C2) = 1, puesto quef((C2 ∨ ¬p)) = 1 y f(¬p) = 0. Por tanto,f(C1 ∨
C2) = 1.

f(¬p) = 1: Luego,f(C1) = 1, puesto quef((C1∨p)) = 1 y f(p) = 0. Por tanto,f(C1∨C2) =
1.

Concluimos que{(C1 ∨ p), (C2 ∨ ¬p)} |= C1 ∨ C2.

2. Considere un vocabulario para la lógica de primer orden que consiste de una relación binaria< y dos
relaciones unariasPa y Pb.

Escriba una oración de la lógica de primer orden que sea cierta exactamente en aquellos domi-
nios de discurso sobre este vocabulario que interpreten a< como una relación deorden lineal;
i.e.< es una relación antisimétrica y transitiva, tal que para cualesquiera dos elementos distintos
a, b del dominio de discurso se tiene quea < b o b < a.

Solución: Mediante la oraciónφ< definida como

∀x∀y∀z

(

(

(x < y)∧(y < x) → x = y
)

∧
(

(x < y)∧(y < z) → (x < z)
)

∧
(

(x < y)∨(y < x)∨x = y

)

.

A partir de lo anterior, construya una fórmula de la lógicade primer orden que sea cierta exac-
tamente en aquellos dominios de discurso sobre este vocabulario que interpreten a< como una
relación de orden lineal y cuyo dominio de discurso sea de cardinalidad finita.

Solución: Mediante la oraciónφfin definida comoφ< ∧ α, dondeα es la oración∃x∀y(x 6=
y → y < x).



Construya una fórmula de la lógica de primer orden que sea cierta exactamente en aquellos
dominios de discurso sobre este vocabulario en que cada elemento pertenece ya sea a la inter-
pretación dePa o dePb, pero no a ambas (es decir, la interpretación dePa y Pb forman una
partición del dominio de discurso).

Solución: φpart = ∀x(Pa(x) ∨ Pb(x)) ∧ ¬∃y(Pa(y) ∧ Pb(y)).

A partir de todo lo anterior, construya una fórmula de la lógica de primer orden que sea cierta
exactamente en aquellos dominios de discurso sobre este vocabulario que (1) interpreten a<
como una relación de orden lineal, (2) el dominio de discurso sea de cardinalidad finita, (3) la
interpretación dePa y Pb formen unapartición del dominio de discurso, y (4) si el dominio de
discurso esa1 < a2 < . . . < an, entoncesn es par y para todo1 ≤ i ≤ n se tiene queai ∈ Pb

si y solo sii es par.

Solución: φpart ∧ φfin ∧ β, dondeβ es la oración:

∀x((¬∃y(y < x)) → Pa(x))∧∀x∀y(S(x, y) → (Pa(x) ↔ ¬Pa(y)))∧∀x((¬∃y(x < y)) → Pb(x)),

dondeS(x, y) es la relación de sucesor con respecto a<, esto es:

S(x, y) := x < y ∧ ¬∃z(x < z ∧ z < y).

3. SeaR una relación en un conjuntoA. Demuestre queR∗ =
⋃

i≤1
Ri es la menor relación transitiva

enA que contiene aR.

Hint: QueR∗ sea la menor relación transitiva enA que contiene aR significa que, para cualquier
relaciónR′ enA que es transitiva y contiene aR, se tiene queR∗ ⊆ R′.

Solución: Primero demostramos que
⋃

i≤1
Ri ⊆ R∗. Basta demostrar queRi ⊆ R∗, para cadai ≥ 1.

Demostramos por inducción. El caso base es trivial puesR1 = R y R ⊆ R∗. Asuma ahora que
(a, b) ∈ Ri+1. Luego, por definición, existec ∈ A tal que(a, c) ∈ Ri y (c, b) ∈ R. Luego, por
hipótesis inductiva,(a, c) ∈ R∗, y dado queR ∈ R∗, (c, b) ∈ R∗. Por consiguiente, dado queR∗ es
transitiva, se tiene que(a, c) ∈ R∗. Esto demuestra queRi+1 ⊆ R∗, pues(a, b) es un par arbitrario.

Para demostrar queR∗ ⊆
⋃

i≥1
Ri basta demostrar que

⋃

i≥1
Ri es transitiva y contiene aR. Clara-

mente contiene aR. Para demostrar que es transitiva, sea(a, b) ∈ Ri y (b, c) ∈ Rj. Luego, claramente
(a, c) ∈ Ri+j.


