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1. Unaclausulaes una férmula de la logica proposicional de la foripa - - - Vv £,,, donde cadd; es un
literal, es decir, una proposicigno su negaciorp. Por ejemplop VvV —¢ V r es una clausula.

Laregla de resoludn de la l6gica proposicional establece lo siguiente®8y Cs son clausulas y
es una variable proposicional, entonces desde las césgtil vV p) y (Co V —p) es posible deducir
la clausulaC; v Cs. Por ejemplo, desde las clausulasv —q VvV r) y (—r V s) es posible deducir la
clausulap VV —q V s.

Demuestre que la regla de resolucion es correcta. Esto@sys-> son clausulas y es una variable
proposicional, entonces
{(01 \/p), (02 V —|p)} ): C1V Cs.

Solucion: Tome una fila arbitrarig’ de la tabla de verdad, y asuma, sin pérdida de generalidad, g
f((CiVvp))=f(CyVv-p))=1.Dado quef(p) =10 f(—p) = 1, analizamos dos casos:

= f(p) = 1: Luego, f(C2) = 1, puesto quef((Cy vV —p)) = 1y f(—p) = 0. Por tanto,f (Cy V
Cy) =1.

= f(=p) = 1:Luego,f(C1) = 1, puesto qug ((C1Vp)) = 1y f(p) = 0. Por tanto f (C,VCs) =
1.

Concluimos qug (C; V p), (Ca V —p)} = C1 V Co.

2. Considere un vocabulario para la lbgica de primer ordenagnsiste de una relacion binatiay dos
relaciones unarias, y P.

= Escriba una oracion de la légica de primer orden que set@gactamente en aquellos domi-
nios de discurso sobre este vocabulario que interpretert@mo una relacion derden lineaj
i.e. < es una relacion antisimétrica y transitiva, tal que paedesquiera dos elementos distintos
a, b del dominio de discurso se tiene quel b0 b < a.

Solucion: Mediante la oracior - definida como
VmVsz(((:U <yYANy<z)—z=y)A((z <yA(y<z)— (x<2)A(@z<yV(y<z)Ve= y>

= A partir de lo anterior, construya una formula de la l6gieaprimer orden que sea cierta exac-
tamente en aquellos dominios de discurso sobre este vac@bgle interpreten @& como una
relacion de orden lineal y cuyo dominio de discurso sea diireidad finita.
Solucion: Mediante la oracion ¢, definida comap- A «, dondea es la oraciordzVy(z #
y—y<x),



= Construya una formula de la légica de primer orden que @Ftacexactamente en aquellos
dominios de discurso sobre este vocabulario en que cad@&eferpertenece ya sea a la inter-
pretacion deP, o de P, pero no a ambas (es decir, la interpretaciondey P, forman una
particion del dominio de discurso).
Solucion: ¢part = Vx(Pa(a:) \4 Pb(x)) A _'Ely(Pa(y) A Pb(y))

= A partir de todo lo anterior, construya una formula de lgida de primer orden que sea cierta
exactamente en aquellos dominios de discurso sobre estbulado que (1) interpreten-a
como una relacion de orden lineal, (2) el dominio de diszsea de cardinalidad finita, (3) la
interpretacion deé>, y P, formen unaparticion del dominio de discurso, y (4) si el dominio de
discurso es; < as < ... < an, entonces: es par y para todd < i < n se tiene que; € P,
si y solo sii es par.
Solucion: ¢pare A ¢ i, A 3, dondegs es la oracion:

Va((-Iy(y < z)) — Pa(x)) AVaVy(S(z,y) — (Falz) « ~Pa(y))) AVa((-3y(z <y)) — B(x)),
dondeS(z,y) es la relacibn de sucesor con respecto, @sto es:
S(z,y) = rz<yAN-Fzx<zAz<y).

3. SeaR una relacion en un conjuntd. Demuestre qué&* = | J,, R’ es la menor relacion transitiva
en A que contiene &.

Hint: Que R* sea la menor relacion transitiva enque contiene & significa que, para cualquier
relacionR’ en A que es transitiva y contienefg se tiene qué* C R/.

Solucion: Primero demostramos quig; ., R C R*. Basta demostrar qu&’ C R*, para cada > 1.
Demostramos por induccion. El caso base es trivial peles= Ry R C R*. Asuma ahora que
(a,b) € R, Luego, por definicion, existe ¢ A tal que(a,c) € R'y (c,b) € R. Luego, por
hipotesis inductiva(a, c¢) € R*, y dado queR € R*, (¢,b) € R*. Por consiguiente, dado qu# es
transitiva, se tiene qui, c) € R*. Esto demuestra que’t! C R*, pues(a, b) es un par arbitrario.

Para demostrar que* C | J,~, R’ basta demostrar qug,-., k" es transitiva y contiene R. Clara-
mente contiene &. Para demostrar que es transitiva, gea) € R'y (b,c) € R’. Luego, claramente
(a,c) € R,



