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Semigrupos fuertemente continuos.

Definicién 1. Una familia (T'(t));>0 de operadores lineales continuos sobre un espacio de Banach X se dice semi-
grupo si satisface la ecuacion funcional

Tt+s)=Tt)T(s) Vt,s>0 (FE)
TO)=1I

y se dice un semigrupo fuertemente continuo si: para todo x € X las orbitas
Coi b Eult) = T(t)a (SC)
son continuas de Ry en X.
1. Muestre que la propiedad (SC) puede ser expresada diciendo que la aplicacién
t— T(t)
es continua de Ry en £(X).

Use el principio de acotacion uniforme.

Propiedades basicas.

Lema 1. Sea X un espacio de Banach y F: K C R — L(X), K compacto. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes

(a) F es continua de K en L(X), es decir, las aplicaciones K >t — F(t)x son continuas para todo r € X.

(b) F es uniformemente acotada sobre K, y las aplicaciones K 3 t — F(t)x € X son continuas para todo x en
algun subconjunto denso D de X.

(c) F es continua para la topologia de la convergencia uniforme en compactos de X, es decir, la aplicacion
KxC>(t,z)— Ft)re X
es uniformemente continua sobre cada compacto C en X.

2. Haga la demostracion del lema 1.
Indicacion: Considere el siguiente esquema:
(¢) = (a)
(a) = (b): Use el principio de acotacién Uniforme.
(b) = (¢): Recuerde que compacto implica totalmente acotado.



Proposicién 1. Sea (T(t))i>0 un semigrupo sobre un espacio de Banach X. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(a) (T(t))e>0 es fuertemente continuo.
(b) im0 T(t)x = x para todo x € X.
(c) Existe 6 >0, M > 1, y un subconjunto denso D de X tal que

(i) |T(®)]| <M para todo t € [0, 4],
(i) lim o T'(t)x = x para todo x € D.

3. Haga la demostracion de la proposicion 1.
Indicacion: Considere el siguiente esquema:
(a) = (c.9)
(a) = (c.ii): Por contradiccién suponga que existe una sucesién (6,,)neny C Ry convergiendo a cero tal que
IT(65)]| — 400 cuando n — +o0 y use el principio de acotacién uniforme.
(¢) = (b): Defina K := {t,,: n € N}U{0} para una sucesién arbitraria (¢, )nen C [0, +00) convergiendo a t = 0
y use el lema 1.
(b) = (a): Sea tp > 0y z € X. Muestre la continuidad a la derecha, es decir,

lim || T - T =0.
}iﬁ}H (to + h)x (to)z]| =0

Para la continuidad a la izquierda: si h < 0, pruebe la estimacién
IT(to + h)x — T(to)x|| < [T (to + h)|lllx = T(=h)z|

y concluya continuidad a la izquierda cuando ||T°(t)|| se mantiene uniformemente acotado para t € [0, ty]. Usando
el principio de acotacién uniforme pruebe que ||T'(t)|| se mantiene uniformemente acotado para algin intervalo
pequenio [0,d] y usando (FE) deduzca que ||T(t)|| se mantiene uniformemente acotado para cada intervalo
compacto.



1.

Aplicaciones

1. Muestre que el semigrupo (7;(t))¢>0 definido por

(D) f)(s) == f(s+1), =0,
es fuertemente continuo sobre los siguientes espacios de Banach

(a) Co(Ry) :={f € C(Ry): lims_, 4 f(s) =0}, dotado de la norma del supremo.
(b) Cup(Ry) :={f € C(Ry): f es acotada y uniformemente continua}, dotado de la norma del supremo.

(c) CoRy) :={f € C(Ry): lims_ 400 f(s) = lim,_ 1o f'(s) = 0}, dotado de la norma || f|| := sup,>q | f(s)|+
SuPs>o | f'(s)]-

2. Defina
(T(t)f)(s) = f(se'), s,t>0.

Muestre que (T'(t))s>0 define un semigrupo fuertemente continuo sobre

Xoo :=Co[l,00) := {f € C[1,00): lim f(s)=0}.

3. Sobre X := C]0, 1], definimos operadores acotados T'(t), t > 0, por

e'ts2[f(s) — f(0)logs] sis e (0,1],

(T(0F) (5) i= {0 B

para f € X y defina T(0) := I. Pruebe que

a) (T(t))i>0 es un semigrupo fuertemente continuo sobre (0, 00).
b) limy o || T'(t)]] = oco.

4. Sea X un espacio de Banach.

Definicién 2. Para A € L(X) definimos

A i tr A" (1)

n=0

para todo t > 0.

(i) Demuestre que et € £(X).

(ii) Demuestre la siguiente proposicién:
Proposicién 2. Para A € L(X) considere (e!4);>o definido por (1). Entonces
(a) (e")>0 es un semigrupo sobre X tal que
Ry >t e e (LX), ] - )

es continua.

(b) La aplicacion Ry >t — T(t) := et € (L(X),| - |) es diferenciable y satisface la ecuacion diferencial
d
%T(t) =AT(s) Vt>0 (DE)
7(0) = I.

Reciprocamente, cada funcion diferenciable T(-): Ry — (L(X), ] -||) satisfaciendo (DE) es también de la
forma T(t) = et para A =T(0) € L(X).
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