
FACULTAD CS. FÍSICAS Y MATEMÁTICAS UNIVERSIDAD DE CHILE
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P1. Aproximación Moreau-Yosida

Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert, y f ∈ Γ0(H) una función. Para λ > 0, definimos la aproximación Moreau-
Yosida de f como

fλ(x) := ı́nf{f(y) +
1

2λ
‖x− y‖2 , y ∈ H}.

(i) Demuestre que fλ es convexa.

(ii) Demuestre que para todo x ∈ H el ı́nfimo en la definición de fλ se alcanza en un único punto, que
denotaremos yλ(x).
Indicación: Verifique que la función ϕx(y) := f(y) + 1

2λ ‖x− y‖
2 es coercitiva.

(iii) Demuestre que fλ es continua en H.
Indicación: Muestre que fλ es acotada superiormente en un abierto.

(iv) Calcula ∂fλ(x).

(v) Concluya que fλ es Gâteux diferenciable y que ∇fλ(x) = 1
λ (x − yλ(x)), muestre además que ∇fλ(x)

está incluido en ∂f(yλ(x)).

(vi) Determine el rango del operador (∂f + λI), donde I es el operador identidad.

(vii) Demuestre la siguiente desigualdad:

‖yλ(x)− yλ(y)‖2 ≤ 〈yλ(x)− yλ(y), x− y〉 para todo x, y ∈ H. (1)

Concluya que yλ(·) is Lipschitz continua y que fλ es C1.
Indicación: Use (v) y el hecho que ∇fλ es monótono.

(viii) Demuestre que ĺım
λ→0

yλ(x) = x para todo x ∈ dom f .

Indicación: Acote ‖yλ(x)− x‖ usando el hecho que f esta minorada por una función af́ın continua y que
fλ(x) ≤ f(x).

(ix) Demuestre que fλ(x)→ f(x) para todo x ∈ H.
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