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P1. Aproximacion Moreau-Yosida

Sea (H, {(-,-)) un espacio de Hilbert, y f € T'o(H) una funcién. Para A > 0, definimos la aproximacién Moreau-
Yosida de f como

(i)

(i)

(vii)

(viii)

(ix)

fala) = inf{f(0) + 55 llo =yl oy € H).

Demuestre que fy es convexa.

Demuestre que para todo = € H el infimo en la definicién de f) se alcanza en un unico punto, que
denotaremos yy(z).
Indicacién: Verifique que la funcién ¢, (y) := f(y) + 55 [z — y|” es coercitiva.

Demuestre que f) es continua en H.
Indicacion: Muestre que f) es acotada superiormente en un abierto.

Calcula 9 fy(z).

Concluya que fy es Gateux diferenciable y que V fy(z) = %(m — yx(z)), muestre ademds que V fy(x)
estd incluido en Of (yx(x)).

Determine el rango del operador (0f + AI), donde I es el operador identidad.

Demuestre la siguiente desigualdad:

2
lya(z) =)™ < (ya(x) — ya(y), = — y) para todo z,y € H. (1)
Concluya que yx(-) is Lipschitz continua y que fy es C*.
Indicacion: Use (v) y el hecho que V f\ es monétono.
Demuestre que )1\1'1% ya(x) = z para todo z € dom f.

Indicacion: Acote ||yx(z) — x| usando el hecho que f esta minorada por una funcién afin continua y que
Ia(z) < f(a).

Demuestre que fy(xz) — f(x) para todo x € H.



