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P1. Valor propio máximo.
Denotemos por Sn (resp. Sn

+) el conjunto de matrices simétricas de orden n (resp. simétricas semi-definidas
positivas). Dotamos a Sn con el producto escalar 〈A,B〉 = trAB. Considere λmáx : Sn → R la aplicación valor
propio máximo.

a) Demuestre que la función λmáx es una función convexa.
Indicación: Pruebe que λmáx(A) = sup

‖v‖=1

v>Av.

b) Demuestre que la conjugada de λmáx está dada por

λ∗máx(A∗) =

{
0 si A∗ ∈ Sn

+ y trA∗ = 1
+∞ en caso contrario.

c) Demuestre que el subdiferencial de λmáx está dado por

∂λmáx(A) = co{vv> : ‖v‖2 = 1, Av = λmáx(A)v}

d) Demuestre que

1) λmáx(·) es diferenciable en A si λmáx(A) es simple, y que en este caso ∇λmáx(A) = vv>, donde ±v
son los únicos vectores propios unitarios correspondientes al valor propio máximo.

2) ∂λmáx(0) = {S ∈ Sn
+ : trS = 1}.

3) La derivada direccional de λmáx en A ∈ Sn sobre la dirección D ∈ Sn es

λ′máx(A;D) = λmáx(V >DV ),

donde V es una matriz cuyas columnas forman una base ortonormal del espacio propio asociado a
λmáx(A).
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