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1. Clase Auxiliar

P1. Suma epigrdfica.
Sea X un espacio vectorial normado. Sean f,g: X — R U {400} dos funciones. La suma epigrifica (o inf-
convolucién) de f y g es la funcién f 4. g: X — R definida para todo = € X por

(f +e 9)(&) = fnf ((2) + gz — 2)).

a) Sea h: X — R, defina el epigrafo estricto epi’(h) como
epi’(h) = {(z,t) € X x R: h(z) < t}.
Pruebe que
epi’(f +e g) = epi'(f) + epi'(9).

b) Sea A C X un subconjunto no vacio de X. Pruebe que
d(z, A) = (ia+e | - (=)

¢) Demuestre que si f, g son convexas, entonces (f +. ¢g) es convexa.

d) Demuestre que si f, g son convexas y propias, entonces
(fteg) =f"+9g"

P2. Funcion de recesion.
Sea X un espacio normado y T'g(X) el conjunto de las funciones f: X — R U {+oco} convexas semi-continuas
inferiormente y propias. Considere f € I'g(X), a € domf, u € X y € > 0.
Definimos para todo u € X

f7°(u) = sup

t>0

(f(athU)*f(a)
t

> = sup ¥y(u) € RU {400}
>0
donde para todo t > 0, ¢;: X — RU {400} estd definida por 1 (u) = M para todo u € X.
a) Muestre que f> € I'g(X) y que f>(u) = tligloo P (u).
b) Muestre que 9; (¢) = w para todo £ € X* y que
%r>1£ i) = tliﬂ_noo P (€) = igomy- (£) para todo £ € X™.

Deducir que f*(u) = sup (£(u) — idoms+ () = Tdoms= (u) y que f* no depende de a € domf.
tex+

P3. a) Sea I un conjunto y sean (a;);c; C R, (b;)icr C R. Muestre que
sup(sup a;, sup b;) = sup(sup(a;, b;)).
iel el il

b) Sea X un espacio normado y sea ¢: R — R U {400} una funcién par. Muestre que para todo t € R, se
tiene

P (t) = iglg(Sltl —¢(s)).

Muestre que la conjugada de la funcién f(x) = ¢(||z||) es la funcién g(¢) = ¢*(||€]].).



