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P1. ) La utilidad dada por una accién en la bolsa depende de un indice x de volatilidad, que puede ser positivo o
negativo, y del precio y (> 0) que uno esta dispuesto a pagar por una garantia o seguro. Dicha utilidad viene dada
por la funcién

flz,y) =2° = 3x—y.

1) Maximice la utilidad de la accién respetando la restriccién de riesgo:
T+y <2

Para esto debe utilizar las condiciones de KKT y las condiciones optimales de segundo orden.

2) Suponga ahora que el indice de volatilidad es estrictamente positivo (i.e. z > 0). Si se esta dispuesto a aceptar
un riesgo maximo mayor, aumentandolo de 2 a 2,05. Estime directamente la nueva utilidad asociada a la
accién.

b) Considere una empresa que produce mesas de madera utilizando dos factores productivos: mano de obra y madera.
Los costos estimados de dichos factores son $ 10 por hora-hombre y $ 6 por metro cibico de madera. Para la
produccién de las mesas se considera la siguiente funcién de produccién, donde x; representa las horas-hombre
dedicadas y x2 los metros ctibicos de madera utilizados:

h(z1,22) = 292y,  @1,22 >0

1) Formule un modelo de minimizacién de costos para producir exactamente g > 0 mesas.
2) §Cudles son las condiciones sobre « y  para que exista una solucién al problema anterior?
3) Asumiendo las condiciones de la parte (b), encuentre la solucién y valor éptimo de la funcién objetivo.

P2. Una empresa manufacturera necesita determinar su plan de produccién. Segin los estudios realizados, el beneficio
unitario por producto estd dado por:

Producto | Precio por unidad
P1 800 — 1 — T2
Pg 2000 — Xr, — 3I2

donde x7 y x2 son el nimero de unidades de los productos P, y Ps, respectivamente. Ademads, para elaborar estos
productos se requiere mano de obra, que denominaremos recurso 1 (Ry), y horas méquina, que serd el recurso 2 (R3).
La cantidad de recursos necesarios por producto y la disponibilidad de cada recurso, se detallan en la siguiente tabla:

[ Producto vs. Recurso (horas/unidad) | Ry [ Ry |

P 8 7
P, 3 6
’ Disponibilidad (hora/mes) [ 1200 | 2100 |

a) Plantee el modelo que maximiza el beneficio total de la empresa.
b) Utilice las condiciones de KKT para encontrar una solucién factible del problema. ;Es esta solucién 6ptima?

¢) Suponga ahora que se tiene una disponibilidad de 1205 horas por mes del recurso 1. Estime el mdximo beneficio
que se obtiene de esta accién.



P3. Interior relativo de un conjunto convexo en dimension finita.
Sean (X, (-,-)) un espacio de Hilbert de dimensién finita, C C X un convexo no vacio tal que 0 € C'y Cq,Cy C X dos
convexos no vacfos. Consideramos las siguientes hipotesis de regularidad (R): 0 € ri(Cy — C) V1i(Cy N Cq) # 0.

a) Interior relativo.

1) Encuentre dos convexos C C Cy tales que ri Cy & riCs.

2) Sila dim X = n y span(C) = aff (C) = X (justifique la primera igualdad). Demuestre que C' contiene una
base {1, ...,z } de X. Deduzca que todo convexo no vacio de X tiene interior relativo no vacio.

3) Probar que para A €]0, 1] se tiene que AriC'+(1—X) clC C riC, y por lo tanto ri C' es un convexo que satisface
cl(riC) =clC.
4) Sea Y otro espacio Euclidiano y A : X — Y una funcién lineal, demuestre que A(ri C') C ri A(C).

5) Cuando X es un espacio en dimensién infinita, el interior relativo de un convexo puede ser vacio, por lo que
la nocién de interior relativo pierde su interés. Para ver esto, muestre que el kernel de una funcién lineal
discontinua es convexo, denso en X, con interior relativo vacio. Concluya.

b) Reglas de Cdlculo del Cono Tangente.
1) Sea z € C1 N Cy, pruebe que Teyne, () € T, () N Te, (x). Pruebe que hay igualdad si se tiene (R).
2) Siz = (x1,22) € Cy x Oy, pruebe que T, xo, () = To, (1) X Toy (x2).
3) Sean A, Ag € My xn ¥ Yo € R™ tales que Az = Agx + yo Ve € R® y T € C, pruebe que

Ta(c)(A()) = cl(AoTc(2)).

4) Si (x1,x2) € C1 x Cyq, pruebe que Te, 1o, (z1 + 22) = cl(Te, (1) + T, (x2)).
Indique claramente cuando se requiere que los conjuntos C; y Cs sean convexos.
¢) Reglas de Cdlculo del Cono Normal.
1) Si z € int(C), pruebe que Ng(z) = X.
2) Sea x € Cy1 N Cy, pruebe que N¢, (z) + Ne,(2) C Noyno, (x). Pruebe que hay igualdad si se tiene (R).
3) Siz = (x1,22) € Cy x Oy, pruebe que N¢, xc, () = Ney (21) X Ny (22).
4) Si (z1,x2) € C1 x Cy, pruebe que N¢, ¢, (21 + 22) = Ney (21) + Ney, (22).

P4. Weierstrass-Hilbert-Tonelli

a) Pruebe la siguiente variante del teorema visto en clases:

Teorema. Sea X un espacio de Banach reflexivo y f : X — R U {400} una funcidn semi-continua inferior
(s.c.i). Si f es coercitiva y convexa, entonces existe x* € X tal que f(x*) = infx f. Mds ain, si f es estrictamente
convexa, entonces x* es unico.

Indicacién: Considere una sucesién minimizante y pruebe que una funcién convexa, es s.c.i para la topologia
o(X, X*)—débil si y sdlo si es s.c.i para la topologia fuerte.

b) Considere el espacio de Banach (C([0,1]), ]| - |lc)- Definimos el conjunto

C = {xeX: /0%oc(t)dt—/llav(t)dt:1}7

y la funcién f(z) = ||z||cc + Ic(z), donde Io(z) =0siz € C e Io(x) =40 siz ¢ C

1) Pruebe que f es una funcién convexa, s.c.i. y coercitiva. Muestre ademds que infy f = 1.
Indicacién: Considere, para n > 1, la sucesién:

nT—Ll siz e [07% - %}
2 .
wn(t) =25 (5-1) size(3—1.5+7)
—aeT sizely+q,1]

2) Muestre que no existe z* € X tal que f(z*) = infx f. ;Contradice este hecho el teorema de Weierstrass-
Hilbert-Tonelli?



P5. Sean f; : R — R, i =1, ...,n funciones derivables. Considere el problema de optimizacién:

(P) min {Z film;) - sz =1, z; > 0}
i=1 i=1

a) 1) Argumente la existencia de una solucién (P) y determine por qué tal solucién cumple las condiciones necesarias
de primer orden de KKT.
2) Si Z es solucién de (P), muestre que existe A € R tal que

fl(®)+A=0 Vital que Z; >0
fl(Z)+A>0 Vitalquez; =0

b) Sean ai,...,ay,b1,...,b, > 0y considere f;(x;) = a;(e~%* — 1) para cada i = 1,...,n. Si ©(A) es la funcién dual
Lagrangiana asociada a (P), verifique que:

1) O(\) = —o0, si A < 0.
2) 0(0) = —Zai.

3) VA > 0, 3'Z(\) que minimiza el Lagrangiano de (P), L(-, \), sobre R..

¢) Utilizando la caracteriacién de Z(\), pruebe que VYA > 0:

P6. FElipsoide de Volumen Minimo
a) Para un punto y € R” y la funcién g : S* — R definida por g(X) := || Xy||?, pruebe que
Vg(X) = Xyy" +yy" X VX €S

m

b) Considere un conjunto {y*,y?,...,y™} C R™. Pruebe que este conjunto genera R™ si y sélo si la matriz Z yi(yi)T
i=1
es definida positiva.

En adelante, considere que los vectores y*, 42, ..., y™ generan R™.

¢) Pruebe que el siguiente problema tiene solucién:

(P) min In(det(X 1))
sa. | XyP<1 di=1,...,m
Xest,

d) Sea X una solucién de (P). Pruebe que el conjunto & = {y € R" : || Xy||> < 1} es un elipsoide de volimen
minimo, centrado en el origen, que contiene los vectores y', v, ..., y™.
Indicacién: Pruebe que si VA € S7 entonces Vol (£4) o det A~!. Para ello encuentre una biyeccién de la forma

p:Ea={ycR": |Ay|* <1} — E1={veR": (A v v) <1}

Considere primeros los casos en que {y*,y?,...,4™} es la base canénica de R™ y A es una matriz diagonal.
e) Muestre que X satisface las condiciones de Mangasarian-Fromovitz.

f) Escriba las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker que debe satisfacer X.

g) Si {y', 9% ...,y™} es la base canénica de R™, muestre que X = I,, y encuentre los multiplicadores de Lagrange
correspondientes.
h) Deduzca que para toda matriz (z1,22,...,2,) € S, donde x; € R™ se tiene que
det(z1, 2, ..., zn) < |lz1|llz2]] - - - |zn]l-



P7. Sea T € (0,+00), N > 1y el espacio X := {u € C*([0,T],RY) : w(0) = u(T) =0} dotado de la norma

lullx = sup [[u(®)]|+ sup [u'(B)]-
te[0,T] te[0,T]

Denotamos por Bx (u,) la bola cerrada de centro u y radio r.

Sea F : RY x RV — R una aplicacién de clase C2. El objetivo del problema es minimizar la funcién J : X — R
definida por

T
J(u):/o Flut), o ()t Yu € X

a) 1) Sean u,v € X. Demuestre que existe una constante M > 0 tal que Vh,k € Bx(0,1) y V¢ € [0,T] se tiene
[6(6)] < M([[R@)]1* + [k @©)]I),

donde ¢(t) := F(u(t) 4 h(t),v(t) + k(t)) — F(u(t),v(t)) = (Vo F(u(t),v(t)), h(t)) — (VyF(u(t), v(t)), k(1))
2) Suponga que F es convexa en RY x RN, Muestre que ¢(t) > 0, Yu,v,h,k € X y t € [0,1]

b) 1) Muestre que J es diferenciable en X con:
DJ(u)(h) :/0 (Ve F(u(t), u' (1), h(£)) + (Vy F(u(t), w' (1)), B ()]t Vu,h € X

2) Muestre que J es de clase C! sobre X.
¢) Seau € X NC2([0,T],RY)
1) Muestre que la aplicacién G : [0, 7] — RY es de clase C*([0,T],RY), donde

G(t) = VyF(u(t), u'(t))
2) Muestre utilizando integracién por partes que

T
DI(u)(h) = / (2B ult), o (1)) — (T F(ult), o (), (O}t Y, € X.

3) Suponga que u es un minimo local de J sobre X. Muestre que Vt € [0, T7:

4

V. F(alt), o' () - 5

(VyF(u(t),d'(t)) =0 (x)

4) Muestre que si F es convexa sobre RY x R entonces toda solucién u de () es un minimo global de .J sobre
X.

d) Sea T y U dos funciones de clase C?(RY R), y sea F : RV x RN — R definida por
F(z,y) =T(y) — U(x)

1) Escriba la ecuacién (x) en funcién de T'y U.
2) Resuelva la ecuacién () en el caso particular que T =1, N=1y



Ps.

Po.

Reglas de Wolfe

En esta pregunta se pretende estudiar un nuevo tipo de busqueda lineal para la determinaciéon del paso aj en el
algoritmo general de direcciones de descenso, dadas por las reglas de Wolfe:

fxn 4 agpdy) < flzg) +wiap Vi (x) " dy,
Vf(l‘k + akdk)Tdk > wQVf(xk)Tdk,

donde f es la funcién a minimizar, xj es la iteracion actual, dj es una direcciéon de descenso para f en xg, y wi, wo
son constantes que satisfacen 0 < w; < wy < 1 (en la préctica w; = 107* y wy = 0,99).

a) Demuestre que si la funcién hyg(a) = f(zr + adi) (definida para a > 0) es derivable y acotada inferiormente,
entonces existe un paso ay que verifica las reglas de Wolfe.

b) Suponga que f es de clase C1! en una vecindad de V := {z € R" : f(z) < f(z0)}. Para {z} }x>0 sucesién generada
por algoritmo general de direcciones de descenso con un paso «j que satisface las reglas de Wolfe, demuestre que
se cumple la condicién de Zoutendijk.

Trayectorias de Mdzximo descenso

Sea (H,{(-,-)) un espacio de Hilbert dimensién finita y ® : H — R una funcién convexa que cumple las siguientes
hipétesis de regularidad:
inf {®(z): x € H} > —0
(he) ®: H — R es de clase C!
V& es lipschitz sobre acotados de H

El siguiente sistema dindmico puede interpretarse como una versién continua del método del gradiente:

z(t) = =Ve®(x(t)), t >0
(5D) {x(O) =x0€H

a) Muestre que Voo € H, x(-) € CH([0,+oc); H) solucién del problema de Cauchy (SD). Mas atin, el mapeo
t — ®(2(t)) es decreciente con L@ (z(t)) = —||&(t)||*> y z(-) € L*([0,400); H).
e

b) Pruebe que si z(-), la solucién de (SD) encontrada en (a), es acotada, entonces &(t) — 0.

0, +
)

Indicacidn: utilice el resultado: Si ¢ : [0,+00) — R, es integrable y globalmente lipschitz, entonces ¢(t) — 0
cuando t — +o00.
¢) Pruebe que ®(x(t)) — inf {®(z) : =z € H} cuando t — +oc.
d) Siargmin @ # (), muestre que para cada zo € H, existe T, € argmin ® tal que si z(¢) es solucién de (SD) entonces
2(t) = Too-
Indicacién: Muestre que Vz € argmin & el , h’gl |z — 2(t)|| existe y es finito.
— 400



