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Résumé

Nous utilisons le concept dearactéristique a I'équilibred’'une population, consommant une unigue ressource limitante, pour
discuter de fagon simple de Iissue de la compétition de plusieurs espéces pour cette seule resscan@etékiatique a I'équi-
libre est une courbe qui est associée a chaque espece et qui est susceptible d’étre déterminée empiriquement. Les données d
caractéristique a I'équilibreet de la dynamique de renouvellement de la ressource permettent, sous certaines hypothéses, de donne
des conditions de coexistence ou d’exclusion des espaesciter cet article: C. Lobry et al., C. R. Biologies 329 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On a density-dependent model of competition for one resourc&Ve use the concept steady-state characteristaf a popu-
lation using a single limiting resource, in order to discuss the issue of the competition of many species for the same resource. The
steady-state characteristic is a curve that is associated to each species, likely to be determined empirically. Once one knows tf
steady-state characteristics and the dynamic of the renewal of the resource, it is possible to predict to some extent the issue of tt
competition and to give sufficient conditions for coexisteritecite thisarticle: C. Lobry et al., C. R. Biologies 329 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.
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Abridged English version [14]). The classical model describing the competition of
several specieg on a single resourceis the following
one:

§=006) =) i)

Today, the theory of the chemostat has been widely
studied in the literature (see, for instance, the textbook

1)
* Auteur correspondant. Xi = (Mi (s) — di)xi
Adresses e-maiklaude.lobry@inria.f(C. Lobry), . . .
Alain.Rapaport@ensam.inra(f. Rapaport), One of the main results of this theory is known as the
Frederic.Mazenc@ensam.inrgft Mazenc). Competition Exclusion Principlg8], which states that
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several species; cannot coexist at equilibrium. Nev- a été proposé pour la croissance d’'une espéce. La théo-
ertheless, for certain ecosystems, the prediction givenrie mathématique, fort simple, de ce modele remonte a
by this principle is not observed in concrete experi- Spicer, et date de la méme époque [8f.et sa biblio-
ments[8]. graphie). Par changement d’'unité, on peut se ramener
In this work, we propose to replace () the classi- au cas o = 1, ce que nous faisons pour la suite. Nous

cal functional responses (-), that are only resource de-  appelons, selon la terminologie de 'écologiéponse
pendent, by growth function’s (-) that depend on both  fonctionnellela fonction .(-) en facteur dex dans la

the available resourceand the quantity of consumers  premiére équation d@). C’est cette méme fonction que

x;. Then, the'th equation of the modé€ll) becomes: I'on retrouve également en facteur delans la seconde
équation (dans le cas= 1), et qui s'interpréte donc

g = (hils, xi) = di)xi &) aussi comme léaux de croissancghors disparition) de
Here, the functiork; (-) is assumed to be increasing with  la population.
respect to and decreasing with respectip Un modele analogue de compétition entre plusieurs

We introduce the concept sfeady-state character-  organismes dans le méme dispositif a été ensuite étudie,
istic y; () for each species which maps for each fixed  soit :
s the steady stat@;(s) of the single equatioif2) for

initial condition x; (0) > 0. Then, we show that all the ds(®) =d(Sin—s(1)) — Z“ (s()x; (1)
essential information for determining the asymptotic dr o ! ! @)
behavior of the species; in competition with other dx; (1)

species on the resourgeelies on the knowledge of the e (1i(s@) —di)xi(t) (=1,....n)

characteristicg; (-). S . . Vg
Our main result is the following: assume that the pour lequel il a été montré que la coexistence n’était pas

function £(-) is bounded and negative fotarger than a possible, une des especes éliminant toutes les 48jres
certain numbek > 0. Letse be a solution of the equa- Cette prédiction théorique a été corroborée par certaines

tion expériences de laboratoire, mais est également infirmée
par de nombreux écosystemes naturels ou artififggls
f(s)= Zdi Yi(s) D’autres travaux ont considéré le modeéle plus géné-
i ral :
such thatf(se) > 0 and f’(se) < 0. Then, (se, ..., ds(t) n
Vi (se), ...) is alocally exponentially stable equilibrium e fls@®) - Z wi(s@®)x;@)
of the system: d j=1 (5)
dx;
= /0= Y5 0 — (i (50) ~ i) G=1.m)
%= (hi(s X)) — di)xi ou la fonction f () n'est plus contrainte a étre linéaire

comme dans le chémostat, ce qui permet de représen-

This persistence result generalizes previous resulSyg e cas d'une compétition pour une ressource biotique
where the; (-)'s are of ‘Contois’ typ6], or wheref () (dans ce cas, on prendra une fonctjprle type logis-

is linear[9]. Finally, considering functional responses tique). Pour ce modéle, il a été aussi constaté qu'il ne

that depend on both the resource and the consumer isye ;s nas v avoir de coexistence «a I'équilibre ». Dans
also away of generalizing ratio-dependent models, such g gy cas, Ia raison mathématique en est trés simple.

as those introduced by Arditi and Ginsburg in prey— A 'équilibre, que ce soit dans les systéngésou (5), i
predator interaction modejg]. faut que les: équations :

1. Introduction 0= (ui(se) —di)xie (i=1,....n) (6)

Le chémostat a été introduit il y a plus d’'un demi- soient satisfaites. Dans le cas d'un équilibre ou toutes
siécle dans I'étude de la croissance des micro-organis-|€S especes sont présentes, cela implique que tous les

mes, et le modéle mathématique ci-dessous : sont non nuls et donc que lesquations :
B0 50 500) — nls0)x0 0= (1659 ) (=10 ™
! (3) soient satisfaites, ce qui n'est pas possible en général,
dx(¥)
— = (cu(s(®)) —d)x () puisqu’il N’y a qu’une seule inconnug.

dr
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En 1976, Armstrong et McGehdg8,12] ont fait re- 3. Lafonctions — h(s, x) est strictement croissante.
marquer que la coexistence ne se fait pas nécessaire-4. Pour touts > 0 fixé, la fonctionx — h(s, x) est
ment & I'équilibre et que des oscillations forcées (mo- strictement décroissante et tend vers 0 quatehd
dele du chémostaid) ou Si, ou d; peuvent étre des vers l'infini.

fonctions périodiques du temps) ou endogenes (cas du
systémg5)) peuvent expliquer la coexistence. Ces tra- Proposition 1. Sous IHypothése1, les propriétés sui-
vaux sont a I'origine de nombreux résultats sur les mo- vantes sont vérifiées.
deles(4) et (5) dont certains, mathématiquement so-
phistiqués, ont contribué a élucider une partie des méca- (i) Pour tout s > O constant, et pour toute condi-
nismes qui assurent la coexistence des especes (toujours  tion initiale xg > 0, la solution correspondante de
dans le contexte des modeles de compétition pour une  I'équation différentiellg8) tend vers un unique état
ressource). d’équilibre, notéy (s), lorsquer tend vers l'infini.

En 1989, Arditi et Ginzburg?2], dans le contexte de  (ii) La fonctions — ¥ (s) est nulle sur un certain inter-
I'étude de la relation « proie—prédateur » ont proposé de valle [0, s*], puis croissante a partir de*.
remplacer la réponse fonctionnele— w(s) par une
fonction «densité-dépendante », c’est-a-dire de la forme preuve. Soit s > 0 fixé. D’aprés nos hypothéses, la
s — u(s/x). Cette approche a été trés fructueuse pour fonctionx — h(s, x) —d est strictement décroissante, et
I'amelioration de la compréhension de la relation proie— strictement négative pour suffisamment grand. Ainsi,
prédateur et des chaines trophiques, mais ne semble pasoit x — 4 (s, x) — d s'annule pour une valeur positive
avoir été explorée dans le cadre de I'étude de la compé-oy nulle, que I'on notey (s), soith(s, 0) —d < 0 et 'on
tition. C’est dans cet esprit que nous proposons de mo- posey (s) = 0. Le point (i) de laProposition lest alors
difier le modele de croissance d'une population de fagon yne application immédiate de la théorie élémentaire des
trés simple, en introduisant une dépendance par rapportgquations différentielles ordinairs].
a la densité de la population dans la réponse fonction- sgjt ¢* > 0 défini pari(s*,0) = d (et par+oo si
nelle des modele¢4) et (5) Nous démontrons ainsi  ; est plus grand qué(s, 0) pour touts). D'aprés nos
un résultat simple assurant, sous des hypothéses assegynotheses de croissance &un), la fonctiony () est
larges, 'existence d'un équilibre localement stable pour jgentiquement nulle pour plus petit ques*, et devient
lequel il'y a coexistence des especes. strictement positive et croissante aprés. Le point (i) de

. la proposition est ainsi démontré
2. Le modéle «un consommateur — une ressource »

Définition 1. Nous appelonsaractéristique a I'équi-
libre la fonctions — 1 (s), définie par laProposition 1
ci-dessus (cfFig. 1).

La quantité de ressource disponible a l'instaist
désignée par(r) et la quantité de consommateur par
x(¢). Le taux de croissance de la population est une
fonction continue et différentiable dest dex, que nous
désignons pa(s, x). Nous supposons éga|ement que le Remarque 1.La Caractéristique a I’équilibreque nous
taux de disparition (la disparition pouvant étre la consé- venons de définir est une partie de ce qu'on appelle
guence de la mortalité, de migrations, de pré|évements,usue”ement I'«isocline du prédateur» dans la relation
etc.) du consommateur est constant et égalAinsi le
modele de croissance de la population du consomma-

) V(s

teur est donné par :
dx (1)
- (h(s(®), x(@)) — d)x(1) (8)
Nous supposons que le taux de croissance de la popula-
tion satisfait les hypothéses suivantes :
Hypothéses H1.

1. La fonction(s, x) — h(s, x) est définie pour tout 0 o s

s > 0 et toutx > 0, continue et dérivable.
2. h(s,x) >0eth(0,x)=0. Fig. 1. Exemple de caractéristique a I'équilibre.
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« proie—prédateur » du mod€&@) ci-dessous Exemple 2.

ds h(s x):,u(—) (x> 0)

— = f(s) —h(s,x)x ’

dr (9) Mmax;x (12)
Ez(h(s,x)—d)x M(S)——e+s

Dans ce cas, la fonctiotf (-) est identiguement nulle
lorsqueumax < d. Sinon,

0, s €[0,s*]
—d
Ms_a, 5> s*
de

o i ) R oUs* = ade/(umax—d). Le modele «ratio dépendant »
Remarque 2. En théorie mathématique des systemes, agt |e cas limite obtenu pour= 0.

la quantités s’appellerait «entrée» du systéme décrit
par I'EqQ. (8). Dans un article récerjt], 'importance Exemple 3.
des systeémes pour lesquels a chaque entrée on peut as-

Nous avons préféré lui donner ici un autre nom car,

d'une part il ne s'agit pas d’'une isocline au sens strict

du terme et, d’autre part, nous allons en faire un usage
différent de celui classiqguement fait dans I'étude des v (s) =
systémes dynamiques en dimension deux.

(13)

socier un unique équilibre a été démontrée. Cette cor- [ #(s;%) = “(Ss)
respondance a été appeléput-to-state characteristic wis) = K m+ax (14)
e S

Bien que notre fonction,(-) ne soit qu’un cas particu-
lier de cette notion, nous n'avons pas conservé cette ap-Dans ce cas, lelypotheses Hhe sont pas satisfaites
pellation qui nous parait obscure dans le contexte de la(puisque la fonctiork(-) est constante par rapport a la
dynamique des populations. De méme, nous aurions puvariablex et la fonctiony(-) n’est pas définie). Reve-
nous référer & certaines des méthodes générales miseBons a I'EQ.(8) et constatons que trois cas sont pos-

au point par ces auteurs, mais nous avons préféré gardepibles, lorsquel < pwmax.

une approche mathématique élémentaire. Cela dit, nous

devons reconnaitre ici que la théorie mathématique des — Sis <s*, toutes les solutions d@&) tendent vers 0.
systémes développée pour les besoins de 'automatique — Sis = s, toutes les solutions d8) sont constantes.

est notre principale source d’inspiratifii], et que les
méthodes proposées dgi$ ont également des appli-
cations en écologif].

Exemple 1.

h(s,x) = u(s)r(x)
MmaxS
n(s) =

e+s

(10)
r(x) = m ((x > O)

On reconnait dans la fonctign(-) le modele classique

— Sis > s*, toutes les solutions non identiguement
nulles de(8) tendent verstoo

avecs™* défini, comme dansExemple 1 par I'équation
u(s*) =d. Ce cas peut étre vu comme le cas limite de
I'Exemple llorsque la fonctiorr(-) possede une dé-
croissance vers 0 de moins en moins forte, c’est-a-dire
lorsquex tend vers 0.

Théoréeme 1. Considérons le systen(®), dont nous
supposons que la réponse fonctionnélle satisfait les
Hypothésedd1 (donc dont lacaractéristique a I'équi-
libre () est bien définig et supposons de plus que la

de croissance de Monod. Cette fonction de croissancefonction f est bornée, strictement positive pdux s <

est multipliée par une fonction(-) qui réduit la crois-

K et strictement négative pour> K. Sise est une so-

sance d'autant plus que la taille de la population est |ution de I'équation

grande. Un calcul élémentaire montre que la fonction
caractéristique de croissance est, dans ce cas :

0.
vo=| 4 <

s €0, s*]

3
1) ,  s>=s*

ous* =de/(itmax—d) Sid < ftmax €ts™ = +o0 sinon.

(11)

MmaxS

d(e+s) B

f(s)=dy(s) (15)

telle que f(se) > 0 et f'(se) < 0, alors (se, xe) avec
xe = ¥ (se) = f(se)/d est un équilibre localemergex-
ponentiellementstable du system®).

Preuve. Elle est extrémement simple. Nous devons
d’abord montrer quése, xe) €st une solution du systéeme
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de deux équations : telle que f(se) > 0 et f/(se) < O alors (se, ¥1(se),
Y2(se), ... ¥i(se), ... ¥n(se)) est un équilibre locale-

0= f(s) —h(s,x)x (16) ment(exponentiellemepstable du systém@s).

0= (h(s, x) — d)x (a7)

< . P . Preuve. Nous devons montrer que
L'Eqg. (17) est satisfaite par définition de la fonction

¥ (-). Si nous remplacons dar{46) i(s,x) pard et (se, Y1(se), Y2(se), ... Vi(se), ... Yn(se))

Xe ar y(se), NOUS obtenons & f(se) — dr(se). C€  estune solution du systéme de- 1 équations
qui est précisemment I'hypothése faite dans le théo-
réeme. La stabilité se démontre en calculant la matrice
jacobienne du system@) au point(se, xe) (voir An- ,
nexe A et en vérifiant que I'équation caractéristique de =1 ]

cette derniére posséde bien deux racines a parties réelled = (hi(s,x) —di)xi (i=1,....n) (21)
strictement négatives, ce qui, dans le cas d'une matricepar définition des; (-), lesn Egs.(21) sont toutes sa-

2 x 2, est immédiat. Nous ne pOUfSUiVOﬂS pas, car le tisfaites quand on remp|aoe par v; (s). Remp|agons
Théoréme Est un cas particulier dthéoréme Znoncé alors dang20) lesx; pary;(s). Il vient :

ci-dessous. O

0= f(s) = Y hi(s, xi)x; (20)

n
0= f(s) — dipi(s 22
Le Théoréme 1ne présente aucune originalité et 7 ; ¥i(s) (22)

n'est la que pour rappeler ce que nous généralisons. Il _ . L ' x . , N .
est d'autre part connu que, sans hypothése supplémen-qu' est précisément I'équation dont I’hypothése du théo-

: A , - ‘A réeme suppos ell ssede un lutiofl reste a
taire, cet équilibre n’a aucune raison d’étre globalement eme suppose qu'e € posse € Soluloil reste
stable montrer que cet équilibre est stable. Pour cela, il suf-

fit de calculer la matrice jacobienne et de montrer que
ses valeurs propres sont a parties réelles négatives. Ceci
exige quelques calculs élémentaires sur les nombres
complexes, que nous repoussong@nexe A O

3. Le modele de compétition ® consommateurs —
une ressource »

Nous considérons dans ce paragraphe le modéle : Le Théoréme lest clairement le cas particulier du

n Théoréeme 2ans le cas ou = 1.
ds (1) :
P f(s@) - E hi(s(0), xi(1))xi (1) Il est clair que pour tous lestels ques; < se, les
i=1 x;e al’équilibre correspondant sont strictement positifs,
(18) —
d; (1) (h( o ~(t)) —d~) 0 alors que pour tous les autres indigedes x; corres-
ar Vs i) pondant sont nuls et les espéces correspondantes sont
i=1,...,n) éliminées. On en déduit que, les caractéristiques des

qui est le modéle usuéh) de compétition pour une res-  consommateurs étant données parigs et(ljesdi, on
source dans lequel nous avons remplacé les réponse§©UrTa toujours trouver uif () assez grand pour que
fonctionnellesy; (-) «ressource dépendantes » par des toutes les espéces soient présentes a I'équilibre. Cette

réponses fonctionnelles; (-) dépendant des densités ProPOsition peuts’interpreter inversement: pourun
des consommateurs. Nous pouvons alors énoncer le ré-donne et un entier arbitraire, on peut deflnlr dd’?(') N
sultat suivant. et desd; tels que toutes les espéces soient présentes a
I'équilibre.
Théoréme 2. Considérons le systén{@8) dont nous
supposons que tous lés(-) satisfont lesHypothéses
H1 (donc dont les caractéristiques a I'équilibrg; (-)
sont bien définigs Supposons de plus que la fonction
f(-) est bornée, strictement positive pduk s < K et
strictement négative pour> K. Sise est une solution
de I'équation

4. Discussion
4.1. Réalisme biologique déf/pothéses H1

Pour de nombreuses d’espéces, il est réaliste d'ima-
giner que le taux de croissance d’une population, toutes
choses égales par ailleurs, diminue quand la taille de la

n population augmente. C’est un phénoméne de compéti-
f(s)= Zdi Vi (s) (19) tion «intraspécifique » pour l'accés a la ressource. Tou-
i=1 tefois, il peut exister, pour certaines espéces, une forme
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de mutualisme qui contredirait cette hypothése. Il existe férentes. Dans notre cas, dans la mesure ou nous suppo-
un cas, celui de la croissance d'une espéece dans un mi-sons une certaine forme de compétition entre les indi-
lieu liquide, ou la diffusion du substrat peut devenir un vidus d’'une méme espéce pour accéder a la ressource,
facteur limitant si les organismes ont tendance a consti- il serait peu logique de ne pas supposer gu’elle existe
tuer des colonies plus ou moins sphériques. Dans ce casaussi entre les individus des espéces différentes. Cela se
seule la zone en périphérie a acces a la ressource et alorgaduirait mathématiquement par I'introduction de fonc-

la considération du rapport volume/surface conduit a tionsi(-) dépendant de toutes les variabtes

introduire une réduction du taux de croissance tel que
dans I[Exemple 2 Le cas classique de la «loi d’action
de masse» pure ou la fonctidri-) ne dépend pas de  croissantes par rapportsaet décroissantes par rapport

x (Exemple 3 apparait comme un cas limite dégénéré a toutes les autres variables. Malheureusement nous ne
de notre modele. C’est une dégénérescence forte, camdisposons pas a ce jour d'une théorie achevée pour ce
la caractéristique a I'équilibrecesse d'exister en tant  cas plus complexe.

que fonction. C’est pourquoi les conclusions de notre  Toutefois, nous pouvons justifier notre modeéle avec
Théoréme de sont plus vraies dans le modeéle classique I'argument suivant. Dans tous les cas ol les individus

($,X1, ..., Xp) —> h(s,x) =h(s,x1,...,%,) (24)

«proie dépendant ». de la méme espece ont tendance a rester ensemble (que
Le cas de la «ratio dépendance », dés lors qu’on in- ce soit la conséquence d’un comportement grégaire ou
troduit un petit paramétre comme dans Exemple 3 la conséquence de la division cellulaire dans le cas de

apparait comme un cas particulier de notre modeéle. micro-organismes), les effets de la compétition intras-
Lintroduction de ce petit parametre ne change rien d’es- pécifique seront plus importants que ceux de la com-
sentiel & la philosophie développée par les partisans depétition interspécifique. Mathématiquement, grace aux
la ratio-dépendance. Une partie des arguments en faveuthéorémes généraux de stabilité structurfde nous
de la ratio dépendance peut donc étre reprise en faveupouvons affirmer que, si les dérivées partielles:gde)
de notre modéle. par rapport aux variables; (;j différent dei) sont as-
Nous avons supposé un taux de disparitiooons- sez petites en valeur absolue devant la valeur absolue de
tant. Poursuivant la méme logique il serait judicieux de la dérivée partielle par rapport:@, les conclusions du
le rendre lui aussi dépendant de la densité et d’écrire  Théoreme 2estent identiques. En d’autres termes, si la
dx(r) gom_pétition iqt_erspécifique gst faible devant la compéti-
= (h(s(@), x(1)) —d(x(0)))x () (23) tion intraspécifique, la coexistence des espéces est pos-
dr sible. On retrouve le fait élémentaire bien connu dans le
Il est possible de le faire sans changer les conclusionscas des équations de Lotka Volterra. Cependant, il reste
de cette note, mais la présentation aurait été un petit peusouhaitable que des résultats mathématiques plus pous-
plus compliquée. Toujours par souci de simplicité, nous sés viennent quantifier ce résultat.
avons supposé que la réponse fonctionnelle est égale au
taux de croissance. On sait que, si ces derniers sont pro4.3. Critique de I'étude a I'équilibre
portionnels, on peut, par simple changement d’'unités,
éliminer la constante de proportionnalité. Mais, méme  Les remarques de Armstrong et McGhee restent va-
dans le cas ol il n'y a pas proportionnalité, on peut sans |ables, mais il faudrait continuer & examiner le modéle
peine étendre les résultats de la note. (18), non plus du seul point de vue des équilibres, mais
Dans la Réf[10] sont développés, dans le contexte aussi de celui de la persistance «tout court». Dans la
de I'écologie microbienne, des arguments en faveur de note [9], il est montré que, dans le cas du chémostat

réponses fonctionnelles du type de ndseemple 3 (f () linéaire etd; égaux), seule la persistance a I'équi-
libre est possible. Mais les travaux récentqdemon-
4.2. Critigue du modele de compétition proposé trent le méme phénomene dans un cas ou la mortalité

des especes dépend de la densité de la population des
Le modéle défini par les Eqg18) n'est pas la especes.

conséquence logique du modeéle défini par les E3)s. Dans[6], une condition suffisante de persistance est
comme les Eqg4) le sont dg(3). En effet, dans ce der-  démontrée pour le modéle particulier ot la fonctjom)
nier cas, il était supposé que tous les individus d'une est une logistique et ou lég(-) sont des fonctions de
espéce ont a tout moment le méme acces a la ressourceype « Contois ». Dans la nofg3], un résultat du méme
et il y a une certaine logique a supposer gu'il en est type est proposé dans le cadre plus général que nous
de méme pour un mélange d'individus d’espéces dif- proposons ici.
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Annexe A
Soit un systeme de équations différentielles

ylel(ylssylssyl’l) (l=l,,n) (Al)

et (y1e, ..., Vie»-- -, Yue) Un équilibre de ce systéeme,
c’est-a-dire une solution du systémerdéquations :

O=F(y1,.-»Vir---»yn) (G=1...,n) (A.2)

La condition suivante est une condition suffisante clas-
sique de stabilité de cet équilibre.

Définition 2. La matrice jacobienne du systéiffel) a
I'équilibre est la matrice x n définie par :

|:3F,'

J=

ay;
Soit ) une valeur propre de la matride c’est-a-dire

un nombre réel ou complexe tel qu'il existe un vecteur

V non nul vérifiant/V = AV. Rappelons que si pour

toute valeur propre de J, la partie réelle de est stric-

tement négative, alors I'équilibre est exponentiellement
stable (cf.[4]). Dans notre probléeme la matrice jaco-

(A.3)

-~ayje»~~~,y;1e)i|
i,j=0-n

bienne (de taille: 4+ 1) prend la forme suivante :
f(se) = Y i_qai - bi—d; by, —d,
a —b1 0
J= a; 0O b 0 0
an 0 0 —by
(A.4)
avec
oh; i
ai = — (s, Xie)Xie €t bj = —_—(se, Xie)Xie
as 0x;
(A.5)

On notera, d’apres ladypothéses Hlque les constan-
tes q; et b; sont positives, et strictement positives
lorsquex;e etse sont non nuls. Soi = (vo, vy, ..., v,)’

tel queJV = AV. De la ligne 0 dgA.4), nous dédui-

sons :

<f/(5e) - Zai) vo+ Y (i —d)vi=hvo  (AB)
i=1 i=1

et de lai-eme ligne d€A.4)

a;vg — bjv; = Av; (A.7)

De (A.7), nous déduisons la propriété suivante :

— soitvg = 0, et comme un au moins desdoit étre
non nul, on doit avoirh = —b; pour cet indicei.
La valeur propre correspondante a un tel vecteur
propre est donc réelle négative ;
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— soit vg # 0, et alors nous pouvons calculey
en fonction devg et reporter dangA.6), ce qui
donne, aprés avoir fait passer une partie du premier
membre dans le second :

(f’(Se) - Zai) vo

i=1
n
=ivo— Y (b —dy)
i=1

Nous pouvons simplifier parg, qui est en facteur et
qui est non nul. Procédons maintenant par contradiction.
Supposons alors que I'E(A.9) ci-dessous e :

n n a
flse) =Y ai|=r=) (bi —d)——

possede une solution réelle ou complexe- « + if,
aveca > 0. Notons Rg] la partie réelle d'un nombre
complexez. Nous avons (puisquea été suppose positif
ou nul) :

a;
A8
it b C (A8)

1

(A.9)

(bi —d;)a;(a + b;)
(e +bi)2 + B2

<a;
(A.10)

ai
Re[(b %) a+ip+b; i|

Donc, nous pouvons conclure que :
n
|: Z(b :|/05_Zaz/_zai
A1)
D’autre part, puisque’’(se) est par hypothése stricte-
ment négatif, nous avons également :

Re|:f/(Se) - Xn:ai:| < - Xn:ai
i—1 i—1

Or, les inégalitégA.11) et (A.12)sont incompatibles
avec I'égalité(A.9). Donc, le nombrex est strictement
négatif, ce qui achéve la preuve.

A b

(A.12)
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