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Pregunta 1

la. Sean (Ni(t) : t > 0), (No(t) : t > 0) dos procesos de Poisson independientes, de pardmetros Aj,As.
Demuestre que N(t) = Ny(t) + N2(t) es un proceso de Poisson de pardmetro A; + Ay (en particular, es
un proceso de renovacién).

1b. Sean (Ny(t) : t > 0), (N2(t) : ¢ > 0) dos procesos de renovacién independientes, con la misma
distribucién F' (no aritmética) y media p < oo. Supongamos N(t) = Ni(t) + N2(t) es un proceso de
renovacién. Demuestre que Ny, No, N son procesos de Poisson

lc. Sea (Ny(t) : t > 0) proceso de Poisson de pardmetro A; y (Nz2(t) : ¢ > 0) un proceso de renovacién

independiente de N7, con distribucién G y media p < co. Demuestre que si N(t) = Ny(t) + Na(t) es un
proceso de renovacion entonces No es un proceso de Poisson.

Pregunta 2.Sea (N (t) : t > 0) un proceso de Poisson de pardmetro A.
2a. Probar que para s € (0,t) fijo se cumple:

P(N(s) = k| N(t) =n) = (Z) (;)k (1- ;)"_k ke l0,..n}.

(es decir: dado N(t) se tiene N(s) ~ Binomial(N(t), 7).

2b. Pruebe que M(t) = N(t) — At es una martingala, i.e., que V0 < s < ¢, E(M(¢)|M(s)) = M(s).

Pregunta 3. Sea F concentrada en Ry, no-aritmética y tal que su media es finita, es decir p =
Jo° xdF(x) < oo. Considere el proceso de renovacién asociado (N(t) : t > 0) y sea m(t) = E(N(t)).
Asuma que F tiene segundo momento finito, luego 0% < oo donde 02 = [ (z — p)?dF (z).

El objetivo de este problema es mostrar la igualdad siguiente:

lfm (m(t) - t) _ o (1)

t—o00

Para ello siga el camino siguiente:

3a. Pruebe que
Hint: Puede usar Wald.
3b. Pruebe que H(t) = pm(t) —t + p verifica:

H(t)=a(t)+ /0 a(t — z)dm(z) con a(t) = /too(x —t)dF(z).

3c. Concluya la férmula (1).

Pregunta 4. Sea (N; : t > 0) un proceso de renovacién, con tiempos entre renovaciones dados por las
variables (X;);en, de media p < co. Supongamos ademé&s que tenemos otra familia de variables aleatorias
iid. (Yi)ien, tal que, Vi, ¥; < X; cs., y ademds Y; es independiente de (X),x;Vi. Denote por G la



distribucién de Y7, y por v su media (que suponemos finita).
La idea es que Y; representa una fraccién de X;. Definimos entonces, V¢, la variable aleatoria

{1 si 3 tal que ¢ € [S;, S; + Yii1]
Wt - 0

ie., Wy =1 <t estd cubierto por algin Y. Defina ¢(t) = P(W; = 1).

Pruebe que lim;—, o q(t) = l% (i.e., asintéticamente, una fraccién v/u del tiempo es cubierto por los
).

Hint: Plantee una ecuacion tipo renovacién para q.

Pregunta 5

5a. Sea L > 0 una cantidad fija. Sea A > 0. Sea (X,, : n > 0) una sucesién de variables aleatorias
independientes igualmente distribuidas segin una exponencial de media 1/\. Sea S,, = Z?:l Xi,n>1,
y considere Ny = sup{n : S,, < t} el proceso de renovacién asociado que en este caso es un proceso de
Poisson de tasa .

Considere la sucesién (aleatoria) dada por:

T1 = Sl 5 Tk+1 = fnf{Sn . Sn Z Tk + L}

Pruebe que (T : k > 1) son los instantes de renovacién de un proceso de renovacién generalizado dado
por una secuencia de variables aleatorias independientes (Y, : n > 1). Calcule la ley de Y7 y calcule la
ley (comun) de Y; para i > 2.

5b. Sea (IV; : t > 0) un proceso de renovaciéon cuyos instantes de renovacién son dados por (S, : n > 1).

Sea F*" la distribucién de S,,.

Sea p € (0,1) y defina ¢ = 1 — p. Considere (Z, : n > 1) una sucesién de variables aleatorias
independientes distribuidas segin una Bernoulli(p), es decir P(Z, = 1) =p, P(Z,, =0) =q.

Suponga que cada instante de renovacion es guardado con probabilidad p, es decir considere el siguiente
proceso
M; = cardinal(A,) donde A, ={n>1:5, <t/p,Z, =1}.

Pruebe que (M; : t > 0) es un proceso de renovacién, generado por una secuencia de variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas segin una distribucién Fj, dada por

r— wr [T
Fy(w) =Y pq"'F () ,
r>1 p

es decir si (Y; : j > 1) son i.i.d. con Y; ~ F), entonces el proceso de renovaciéon asociado se distribuye
como (M : t > 0).



