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P1. Sean λ, µ > 0. Considere la matriz Q dada por

−q11 = µ = q12

−q22 = λ = q21

Considere el semigrupo Markoviano en los estados 1 y 2, el cual al ser �nito
veri�ca P (t) = e−Qt.

a) Pruebe que

p11(t) =
1

λ+ µ
(λ+ µe−(λ+µ)t)

p22(t) =
1

λ+ µ
(µ+ λe−(λ+µ)t)

b) Considere ahora la matriz estocástica R de�nida por

r11 = r22 = α

r21 = r12 = 1− α

Pruebe que existe un semigrupo Markoviano (P (t))t>0 tal que P (1) = R si
y sólo si α > 1
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P2. Sea (N(t))t>0 proceso de nacimiento puro con tasas de nacimiento
{λi}i∈N. Notamos por Sn = inf{t > 0 : N(t) = n}, con lo que se obtiene que
Ti = Si+1 − Si son exponenciales independientes de parámetro λi.
Supongamos i 6= j ⇒ λi 6= λj

a) Considere la transformada de Laplace de pn de�nida por p̂n(θ) =
∞́

0

e−tθpn(t)dt.

Pruebe que

p̂n(θ) =
1
λn

n∏
i=0

λi
λi + θ

b) Pruebe que la densidad de probabilidad de Sn está dada por λn−1pn−1(t)
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c) De�na aj =
n∏

i=0,i6=j

λi

λi−λj
. Pruebe que

p̂n(θ) =
1
λn

n∑
i=0

aiλi
λi + θ

d) Deduzca la fórmula para las probabilidades de nacimientos a tiempo t

pn(t) =
1
λn

n∑
i=0

aiλie
−λit
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