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El objetivo de esa auxiliar es estudiar bajo qué condiciones una funcién de una cadena de Markov es una
cadena de Markov. Partamos con un caso sencillo. Consideramos el espacio de probabilidades filtrado
(, {Br}nen C B, P). (filtracién natural).

P1. Sea X,, cadena de Markov a valores en I(numerable) con matriz de transicién P y distribucién inicial
p. Sea ¥ : I — FE biyectiva. Demuestre que Y,, = ¥(X,,) es cadena de Markov, encuentre su matriz de
transicion y distribucion inicial.

Sin embargo, si ¥ no es biyectiva lo anterior deja de ser cierto. A continuacién veremos un contrajemplo.

P2. Sea I = {a,b,c}, E = {0,1}, considere la cadena dada por la matriz P, = P, = 1,P,, = P, =
2. Poc=P.o=0y ¥(a)=0,¥(b) = ¥(c) = 1. Demuestre que

1

P(Yor1 = 0¥ = 1,Y, 1 =0) = 3

_ T P(X, =1b)

y que por tanto Y, no puede ser cadena de Markov.

A continuacién veremos un 1til criterio que debilita la hipétesis de invertibilidad de ¥ demostraré el
criterio de Dynkin:

P3. Supongamos ¥ es sobreyectiva, y que se cumple la siguiente condicién
P(Xpp1 € Vi), [ X, =21) = P(Xpp1 € UG}, [ X, = 22) Vn €N, wp, 20 €1 tq U(xy) = U(zo)
0 equivalentemente

Z Py y= Z P, VneNuz,zeeltqU(xr)=T(xs)

yev—1{i} yev—1{i}
1. Demuestre que Q(i,j) := Z P, , (para cualquier x que verifica ¥(x) = ¢) estd bien definida
yev—1{j}

y es matriz estocdstica, tal que Y, es proceso de Markov con matriz de transiciéon @).Para lo dltimo
pruebe primero que para cualquier A € o(Xy...X,—1) y cualquier x € I, si definimos C* = {y €
I: U(y)=9(z)} entonces

P(X,1 € Ui, |X, € C" A) =P(X,p1 € U4}, | X, = 2, A)

2. Muestre que si 7 es un vector invariante asociado a la cadena X, entonces # = m o ¥ ! definido
como 7(i) = E 7(y) es distribucién estacionaria asociada a la cadena Y,
yew—1{i}



Por tdltimo veamos una aplicaciéon una aplicacién del resultado anterior.
P4. Consideramos primero el paseo en los vértices del hipercubo m dimensional, es decir, I = {0,1}™

1 Gy =0 e {1... )
P, = {m sty = parai € { m} con ¥ = x salvo en la coordenada i

0 ~

Es decir, en cada paso se estd en un vértice y se va hacia alguno de los vecinos con probabilidad %
1. Note que la probabilidad estacionaria de esta cadena es la uniforme (;por qué?).

2. Recordemos el modelo de de Ehrenfest corresponde a la cadena con matriz de transicién (en I =
{0...m} dada por

L sij=i41
Qi,j = m—i .. . con Qm,m = Q0,0 =0, QO,l = Qm,m—l =1
T sij=1-1

m

Utilice el criterio de Dynkin para probar que la probabilidad estacionaria es la binomial (m, %)



