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P1. a) Sea (Q, F,P) espacio de probabilidad, E numerable y (S, X) espacio
medible. Definimos (Y;,)nen secuencia de variables aleatorias i.i.d. a valores en
S. Sea f: E xS — E medible y consideremos la siguiente secuencia de
variables aleatorias definida recursivamente

Xo=x€FkE
Xn+1 = f(Xn; Yn+l)

Demuestre que (X,)nen es cadena de Markov y determine su matriz de
transicion.
b) Sea u vector de probabilidad en F, y P matriz de trancision. Denotemos

n—
por t,, la funcién de distribucion acumulada de p; es decir to = 0, t,, = > (k).
k=0
Consideramos ademas, para i € E las cantidades

sgi) =0
n—1
ng) = Zpi,k:
k=0
Definimos, para z € [0, 1] las funciones

90(33) = Zkl[tk1tk+1)($>

kerE
g(i, .’E) = Zkl[sg) 73&)—1) (1’)
keE

donde ¢(1) =1 = g(4,1). A partir de (U, )nen secuencia i.i.d. con distribu-
cién uniforme en [0, 1] definimos

Xo = ¢(Uo)
XnJrl = g(X'ru UnJrl)

Demuestre que (X, )nen es cadena de Markov con distribucién inicial g y
matriz de trancision P.



P2. Sea T tiempo de parada para una filtracion (F,),cn. Pruebe lo siguiente:

i) Para toda funcion f, f es Fr-medible si y solo si existen (f,,)nen con fp

medible respecto a F, tales que f = > falyir=ny
neN

ii) Para toda X € L', E(X|Fp) = > E(X|Fo)lir—n}
neN

P3. Decimos que i € I es esencial si Vj € I tal que i — j se verifica j — 1.

Diremos también que J C I es cerrado si Vi € I se tiene Y p;; =1,y J es
jeI

cerrado minimal si no contiene ningin subconjunto estricto que sea cerrado.

Pruebe lo siguiente:

i) Ser esencial es propiedad de clase.
ii) Si ¢ es esencial entonces C(7) es cerrado minimal.



