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Pregunta 1.
(a) Sea Pp(N) la familia de subconjuntos finitos de N. Para A, B € Pp(N) sea
Oap={JeP(N):ACJBNJ =0}

i) Mostrar que {Q4 p : A, B € Pr(N)} es base de una topologia Tr en P(N).
ii) Mostrar que Pr(N) es denso en P(N) para la topologia Tr.

(b) Para A, B C N definimos d(A, B) = 1/(1 + map) donde map = min(AAB) con la con-
vencién min() = oo. Recuerde que la diferencia simétrica de dos conjuntos es AAB =
(A\B) U (B\A), y observe que AN[0,map) =BN[0,map).

iii) Pruebe que d es una ultramétrica sobre P(N).
iv) Pruebe que i) : P(N) — P(N) dada por )(A) = A€ es una isometria (i.e. d((A),¥(B)) =
d(A,B) VA, B € P(N)) y deduzca que % es continua.

v) Sea B C Nfijo. Defina fp, gp : P(N) — P(N) por fp(A)=ANB, gp(A)=AUB. Pruebe
que ambas son no-expansivas (d(h(z),h(y)) < d(z,y)) y deduzca que son continuas.

vi) Sea B C N fijo. Pruebe que Rp = {A € P(N) : B C A} es cerrado. Pruebe que si B es
finito, entonces Rp es también abierto.

vii) Mostrar que Tp = Ty.

Pregunta 2. Sea (X, 7) e.t. Hausdorff y F una familia de funciones continuas de X en [0, 1].

(a) Pruebe que ¥ : X — [0,1]” definida por ¥(z) = (f(z))ser es continua al dotar a [0,1]" de
la topologia producto.

(b) Suponga que para todo cerrado F C X y « ¢ F, existe f € F tal que f(z) =1y f es nula
sobre F'. Pruebe que X es homeomorfo a U(X).

(c) Pruebe que si F es ademds numerable, entonces (X, 7) es metrizable.

Pregunta 3.

(a) Muestre que un espacio métrico (X, d) es separable ssi satisface el segundo axioma de nu-
merabilidad.

(b) Sea (Y, T) espacio topoldgico que verifica el segundo axioma de numerabilidad. Muestre que
|7| < e. Concluya que todo espacio métrico separable tiene cardinal menor o igual que c.

(¢c) Muestre que lo anterior no es cierto si el espacio no es métrico.

Indicacion: Considere [0, 1]R con la topologia producto y construya una familia densa nu-
merable de funciones constantes por pedazos.



