
Pauta P1

(a.i)

fX(x) =

∫

∞

0

fX,Y (x, y)dy = λe−λx

∫

∞

0

λe−λydy = λe−λx

Análogamente,
fY (y) = λe−λy

De esta manera,
fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y)

Por lo tanto X, Y son variables independientes.

(a.ii)

Consideremos ϕ(X, Y ) = ( X
X+Y

, X + Y ). Luego W = ϕ1 ∈ (0, 1), Z = ϕ2 ∈ (0,∞)
Luego,

ϕ−1(Z, W ) = (ZW, W (1 − Z)) ∧ Jϕ =

(

Y
(X+Y )2 1

−X
(X+Y )2 1

)

Luego, por el teorema de cambio de variables, se tiene:

fZ,W (z, w) =
fX,Y (ϕ−1(z, w))

|det(Jϕ(ϕ−1(z, w))|
= fX,Y (zw, w(1 − z))|w|

Pues,

det(Jϕ(ϕ−1(z, w))) =
1

w

Finalmente,
fZ,W (z, w) = λ2e−λw|w| = λ2e−λww

Claramente, fW (w) = λ2e−λww

Luego fZ(z) =

∫

∞

0

λ2e−λwwdw = λ2(−
e−λw

λ
w
∣

∣

∞

0
+

1

λ

∫

∞

0

e−λwdw) = 1

Por lo tanto, se concluye que Z, W son varibles independientes.
Por otro lado, se tiene que

V ar(Z) =
1

12

(b)

P(X < Y ) =

∫

∞

−∞

P(X < y|Y = y)fY (y)dy =

∫

∞

−∞

P(X < Y )fY (y)dy =

∫

∞

−∞

FX(y)fY (y)dy

Para la evaluación recordemos:

X ∼ exp(λ1) ⇒ FX(x) = 1 − e−λ1y ∧ Y ∼ exp(λ2) ⇒ fY (y) = λ2e
−λ2y

En ambos casos se considera y ≥ 0 (para otros valores de y ambas cantidades son 0)

Aśı, en este caso se tiene:

P(X < Y ) =

∫

∞

0

λ2e
−λ2ydy −

∫

∞

0

λ2e
−(λ1+λ2)ydy = 1 −

λ2

λ1 + λ2
=

λ1

λ1 + λ2

1


