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P1. Decimos que la variable aleatoria X tiene distribución de Pareto si su densidad está dada por

f(x) =

{
c(xm/x)α+1 x ≥ xm
0 en otro caso,

donde xm, α > 0 son parámetros.

a) (1.5 ptos.) Muestre que c = α/xm.

b) (1.5 ptos.) ¿Para cuáles α está bien definida la esperanza de X? Calcule E(X) para aquellos
α que tenga sentido.

c) (1.5 ptos.) ¿Para cuáles α está bien definida la varianza de X? Calcule var(X) para aquellos
α que tenga sentido.

d) (1.5 ptos.) ¿Cuál es la distribución de log(X/xm)?

P2. a) (3.0 ptos.) Se dispone de una urna con N bolitas, de las cuales m son blancas y el resto
son negras, y se extraen n bolitas al azar. Calcule la cantidad esperada de bolitas blancas
extráıdas. Indicación: defina variables indicatrices adecuadas y utilice la linealidad de la
esperanza.

b) (3.0 ptos.) Sean X, Y variables aleatorias con densidad conjunta

fX,Y (x, y) =

{
2(x+ y) 0 < x < 1, 0 < y < x

0 en otro caso.

Calcule las densidades marginales de X e Y . ¿Son independientes? Explique. Indicación:
dibuje la región en que la densidad conjunta es estrictamente positiva.

P3. Decimos que Y es una variable chi-cuadrado con n grados de libertad, anotado Y ∼ χ2
n, si puede

escribirse de la forma Y = X2
1 + · · ·+X2

n, donde las variables Xi son N (0, 1) independientes. Se
desea calcular la esperanza y varianza de Y , para lo cual siga los siguientes pasos:

a) (1.2 ptos.) Sea X variable aleatoria con densidad fX . Pruebe que la densidad de la variable
aleatoria X2 es

fX2(x) =
fX(
√
x) + fX(−

√
x)

2
√
x

1(0,∞)(x).

Indicación: dado x ≥ 0, se tiene que X2 ≤ x si y sólo si −
√
x ≤ X ≤

√
x.

b) (1.2 ptos.) Si X ∼ N (0, 1), muestre que la densidad de X2 es

fX2(x) =
e−x/2√

2πx
1(0,∞)(x).

c) (1.2 ptos.) Si X ∼ N (0, 1), pruebe que la función generadora de momentos de X2 es
MX2(t) = (1− 2t)−1/2 ∀t < 1/2.

d) (1.2 ptos.) Muestre que la función generadora de momentos de Y ∼ χ2
n es MY (t) = (1 −

2t)−n/2 ∀t < 1/2. Indicación: utilice la independencia de las variables Xi.

e) (1.2 ptos.) Dado Y ∼ χ2
n, calcule E(Y ) y var(Y ).


