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PAautA CONTROL # 2

P1. a) Para calcular la constante, imponemos que la integral de la densidad en todo R sea 1, es decir:
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pues como « > 0, al evaluar en co se obtiene 0. Despejando ¢, obtenemos ¢ = @/xy,.
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b) Calculemos la esperanza y veamos cudndo ésta no queda bien definida:

oo

B(X) = /OO of (z)dz = /oo 2 (Tm) T e am%/ .
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Para o = 1 la primitiva es log(z), con lo cual obtenemos que E(X) = axf, log(z)[; , lo cual vale oco.
Para o # 1, tenemos:

—a+1

—azgTmor si —a+1<0.

{oo si—a+1>0

En resumen, la esperanza de X queda indefinida para « < 1, y estd bien definida para o > 1, siendo
aZy /(a0 — 1) su valor.

¢) Calculemos la varianza y veamos cudndo hay problemas:
* > a+1 (o]
Bt = [ atpae= [ () i — e, [
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Poniendo § = a—1 y analizando la integral con el mismo razonamiento de la parte previa, se concluye
que E(X?) queda indefinida cuando 3 < 1, es decir, cuando a < 2. Para a > 2, tenemos:

—a+42 |® 2
B(X?) — gt * _ axy,
(X7) = ar, —a+2{,  a-2
y entonces
2 2.2 2
X)=E(X?) - B(X)?= Xm X Im __ i .
var(X) = E(X5) = B(X) = o= ~ 1 ~ e 2(a =)
d) SeaY =log(X/x,,). Veamos:
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P(Y <y)=P(log(X/zm) <y) = P(X < zpe’) = / f(z)dz.

Si y < 0, entonces x,,eY < z,, y la probabilidad anterior es 0. Para y > 0, derivamos con respecto a
y, obteniendo:

a+1
fy(y) = zme’ f(xme?) = Iﬂmeyi Tm = ae” Y.
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Es decir, fy(y) = ae™*1[,o0)(y), lo cual significa que Y = log(X/z,,) es una variable exponencial
de parametro a.

P2. a) Hay tres formas de resolver este problema, dos de las cuales utilizan la indicacién, mientras que la
dltima utiliza la definicién de esperanza. Llamemos X a la variable aleatoria que representa el niimero
de bolitas blancas extraidas.



Primera forma: siguiendo la indicacién, por cada una de las n bolitas extraidas definimos una
variable aleatoria indicatriz X;, dada por

X, =

1 sila i-ésima bolita extraida fue blanca
0 en otro caso.

Es claro que X = X; 4+ --- + X,,. Ademads, cada variable X; es una Bernoulli, por lo cual su

esperanza es
m

N?

donde la ultima igualdad se debe a que la probabilidad de que la i-ésima bolita extraida sea blanca
corresponde a los casos favorables (m) dividido en casos posibles (N). Aplicando linealidad de la
esperanza:

E(X;)=P(X;=1) =

nm

N

Segunda forma: siguiendo la indicacién, por cada una de las m bolitas blancas definimos una vari-
able aleatoria indicatriz Y}, dada por

BE(X)=EX)+ -+ E(X,) =

v, — 1 sila j-ésima bolita blanca fue extraida
710 en otro caso.

Es claro que X = Y; + --- + Y},,. Ademas, cada variable Y; es una Bernoulli, por lo cual su
esperanza estd dada por:
N
_ (n—l) _ ﬁ
m) N

n

donde la peniltima igualdad se debe a que la probabilidad de extraer la j-ésima bolita blanca
corresponde a la cantidad de formas de extraer n bolitas que incluyan a la j-ésima blanca, dividido
por el total de formas de extraer las n bolitas. Aplicando linealidad de la esperanza, concluimos:

nm

B(X) = B(Y1) ++ -+ E(Y) = <.

Tercera forma: X es una variable hipergeométrica, cuya funcién distribucién es conocida, dada por:

m\ (N—m
()
Aplicando la definicién de la esperanza, se tiene que:

X) = ikP(X =S k) k)
k=0
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donde se utiliza la convencién de que los coeficientes binomiales con indices fuera de rango son 0.
Usando que a( ) = b(b 1) obtenemos:
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B(X) = Z":m(’}ﬁif)(ﬁi?) = o) GEE) _om Z:: )(nN)l’"J)

donde la ltima sumatoria es 1 pues corresponde a la suma de las probabilidades de una variable
hipergeométrica con pardmetros N — 1, n — 1y m — 1. Por lo tanto, F(X) = nm/N.

b) Calculemos la densidad marginal de X. Dado 0 < & < 1, tenemos:

) :/ fx,y(x,y)dy=/ 2(x+y)dy=2x/ dy+/ 2ydy = 22% + 22,
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P3.

por lo tanto, dado que fx y(x,y) = 0 para « ¢ (0,1), obtenemos que fx(z) = 3x3]l(0,1)(x). Ahora
calculemos la densidad marginal de Y. Dado 0 < y < 1, para que fx y(z,y) sea no nulo se necesita
que y < & < 1 (hacer dibujo para verlo claro). Por lo tanto:

0o 1 1 1
fr(y) = / fxy(z,y)de = / 2(x + y)dx = / 2xdr + 2y/ de=1—1y*+ 2y(1 —y).
—oo y y y

Luego, dado que fx y(x,y) = 0 para y ¢ (0,1), se obtiene que la densidad de Y es fy(y) = (1 +
2y — 3y2)]l(071)(y). Cuando las variables son independientes, la densidad conjunta es el producto de
las densidades. En este caso el producto de las densidades es

Fx (@) fy (y) = 32*(1 + 2y — 3y*) L(0,1) () L (0,1) (1),
lo cual no calza con la densidad conjunta de X e Y. Por lo tanto, ellas no son independientes.
Dado = > 0, tenemos:
P(X? <) =P(—z < X <) =Fx(Vz) - Fx(Vx),
y derivando con respecto a x, se obtiene:

_ IxWr)  —fx(=vVE)  Ix (W) +fX(_\/‘E).
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La indicatriz aparece porque para z < 0 el evento X2 < z es vacio y por lo tanto la densidad es 0.

[xz2(z)

Reemplazando fx por la densidad de una A(0,1) en la formula de la parte previa, obtenemos:
1 (ewwz e<ﬁ>2/z> o—/2

Calculemos:
e—x/2 0 e—w(l—2t)/2

Mx2(t) = E(e' :/wetwidx: c
XZ() ( ) 0 \/27T(£ 0 \/27T(£

Cuando ¢ > 1/2 esta integral vale oo. Para t < 1/2, hacemos el cambio de variable y = z(1 — 2t) y
obtenemos:

dx.

o0 e~ Y/2 dy e~ Y/2
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y la integral vale 1 pues el integrando es la densidad de X?2.

My (t) =

Como Y ~ x2,Y se escribe como la suma de los X?, donde X; ~ N(0,1) y son independientes. Por lo
hecho anteriormente, se tiene que My (t) = (1 — 2t)~/2. Ademas, sabemos que la f.g.m. de la suma
de variables independientes es el producto de las f.g.m., por lo cual

My (t) = My (t) - Mx2 (t) = (1 —2t)" /2o (1= 2t) 72 = (1 — 20) /2.
Utilicemos la f.g.m. para calcular E(Y) y var(Y):

dMy (t) - n —n/2—1 . “nj2-1
0 -3 (1—2t) (=2) =n(1 - 2t) .
Y derivando nuevamente:
2
Lo — (=2~ (=207 2) = nfn+ DL - 2) 2,
Por lo tanto:
BEY) = dMy (t) -
dt s
d*> My (t)
(r?) | =)
var(Y) = E(Y?) - E(Y)?=n(n+2)—n®=2n.

Observacién: también es posible obtener el resultado calculando la esperanza y varianza de X2,
con X ~ N(0,1), y luego aplicar linealidad de la esperanza y de la varianza en caso de variables
independientes.



