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PAautA CONTROL # 1

Se extraerdan k bolitas en total si y sélo si: (i) justo antes de extraer la k-ésima bolita se habian
obtenido r — 1 rojas, y (ii) al sacar la siguiente se obtuvo la roja que faltaba para completar r. La
probabilidad de la condicién (i) es
n m
(r—l) (k—r)

n+m ’
(:21)
pues corresponde a la cantidad de formas de escoger r — 1 bolitas rojas entre n posibles, y a escoger

k —1— (r — 1) bolitas azules entre las m posibles, dividido por el total de formas de escoger las
k — 1 bolitas entre las n+ m. Multiplicando por la probabilidad de (ii), se obtiene que la probabilidad

buscada es
(")) =r+1)
MY (n+m—k+1)

pues en la k-ésima extraccién debe obtenerse una de las n — (r — 1) bolitas rojas disponibles, del total
de n +m — (k — 1) bolitas que quedan en la urna.

1) Siguiendo la indicacién, definimos By = A; y para i > 1

c
i—1

B;=A;in |4

j=1

De esta definicién es claro que B; C A;. Los B; son disjuntos de a pares, pues si ¢ < j entonces B;
no intersecta a A; (fue excluido en la definicién de Bj), lo cual implica que tampoco intersecta a
B;. Ademds, se prueba por induccién que | J;_, B; = |Ji-_; 4; para todo n. En efecto: el caso base
es directo, y para el paso inductivo, si llamemos C,, = U?:l A;, tenemos:

- N n+1
U Bi = Burt U Bi = (Aus1 NG5 UG = Ay UG, = | A,
i=1 i=1 =

De esta igualdad, es directo que |J;o; B; = ;= A;. Por lo tanto, estos eventos cumplen las
propiedades de la indicacién. Aplicando el axioma 3 sobre los eventos disjuntos B;, concluimos:

P (fj Ai> e (fj Bz) Y Py <Y P,

donde la ultima desigualdad se debe a que P(B;) < P(A4;) para todo i.
2) Llamemos A = ()2, A;. Pasando al complemento y utilizando la desigualdad de Boole:

oo

P(A¢) = P < Af) < iP(Af) =0,
i=1 i=1

pues P(AS) =1— P(A;) = 0. Por lo tanto, P(A°) =0 y entonces P(A) = 1, como desedbamos.
3) Aplicando la desigualdad de Boole:

(oo} oo
P (U Ai> <Y P(4;),
i=n %
lo cual tiende a 0 cuando n tiende a co, pues se trata de la cola de una serie convergente.
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N es el nimero de repeticiones de un experimento hasta que se obtienen T éxitos, donde un éxito
corresponde a que la bolita caiga en la urna r 4 1, lo cual tiene probabilidad 1/(r + 1). Por lo tanto,
N es una variable binomial negativa con pardmetros Ty 1/(r 4+ 1). Es decir, su distribucién es

T n—T T
-1 1 1 —1 n
P(N=n)= (" — (1- = (0 )
T-1/\r+1 r+1 T—-1/(r+1)"
Se sabe que se utilizaron n bolitas, de las cuales T necesariamente estdan en la urna r + 1. Por lo
tanto, el problema se traduce en repartir n — T bolitas indistinguibles en las r urnas restantes, lo cual

sabemos que puede hacerse de
n—T+r—-1
r—1

Como en el {tem anterior, hay que repartir n — T bolitas en r urnas, pero con la restriccién de
que X > my, es decir, en la urna k debe haber al menos mj bolitas, para todo k. Si llamamos
m = Y ,_, Mg, este problema es equivalente a repartir n — T' — m bolitas sin restricciones en r
urnas. En efecto: por cada forma de repartir las bolitas en el segundo caso, obtenemos una forma
de repartirlas en el primer caso simplemente distribuyendo las m bolitas adicionales entre las urnas,
colocando my, en la urna k. Por lo tanto, la cantidad buscada es

n—T+r—1-=%,_,m
r—1 '

formas distintas.

Como antes, hay n — T bolitas para repartir en r urnas. X es la cantidad de éxitos que se obtienen
en n — T repeticiones de un experimento, donde el éxito corresponde a que la bolita caiga en la urna
k-ésima, lo cual tiene probabilidad 1/r. Por lo tanto, X} es una variable binomial con pardmetros
n—Ty 1/r. Es decir, su distribucién es

= (T () ()

La distribucién de X; + X5 se obtiene andlogamente, pero ahora el éxito corresponde a que la bolita
caiga en la urna 1 6 la urna 2, lo cual tiene probabilidad 2/r. Luego, X; + X5 tiene distribucién
binomial con pardmetros n — T y 2/r, es decir,

P(X) + Xy =) = (” ; T) (i) (1 - i)n_m.

Consideremos A = {L, N} x {C, O}, donde L denota lluvia y N denota ausencia de lluvia, mientras
que C' denota que el paraguas estd en casa y O que estd en la oficina. A corresponde a los posibles
resultados de un dia del experimento, y Q = A x A x --- = AN es un espacio muestral que representa
el experimento completo.

En este €2, los eventos L, y C, son

L, = Ax---xAx{LC,LO} x A x---
C, = Ax---XAX{LC,NC}xAx---.

Otros espacios §) también pueden representar adecuadamente el experimento, pero no siempre permi-
ten escrituras simples de L, y C,.

Condicionando en la ubicacién del paraguas el dia anterior, tenemos:
pn = P(Cy|Cp1)P(Cr1) + P(Ch|Cp 1) P(C_y).

La primera probabilidad condicional corresponde a la probabilidad de que el paraguas permanezca en
casa de un dia al siguiente, lo cual ocurre cuando llueve, o bien cuando no llueve y el senor N olvida



el paraguas en casa, o bien cuando no llueve y el senor N no olvida el paraguas en ambos trayectos,
es decir

P(Cn|0n71) =7+ (1 - 7")((] + (]- - Q)z)‘

La segunda probabilidad condicional corresponde a la probabilidad de que el paraguas pase de la
oficina a la casa de un dia al siguiente, lo cual ocurre cuando llueve, o bien cuando no llueve y el senor
N no olvida el paraguas en su trayecto a casa, es decir

P(Cy|Cpo1) =7+ (1 —7)(1—9q).

Por lo tanto,

P = [r+0=7)g+1=0)*)]por+r+1=7r)(1—q)](1—pa1)
= [r+(1-r1-q]+[1-7)(g+1=9¢>—(1-q)]pn
= Oé"’ﬁpn—l

cona=1—qg+qryB=q(1-r).

Como el paraguas estd en casa al comienzo del dia 1, se tiene que p; = 1. Usando que p, = a+ 0pp—1,
tenemos:

p2 = a+pf
ps = a+fpr=a+pla+p)=a+af+ s
pr = a+fps=a+pBlataB+p8’)=a+af+aB’+5°

. n—2
po = 0" a) B

k=0

Como 3 = ¢*(1—r) € (0,1), se tiene que 4"~ — 0 cuando n — oo. Adem4s, la suma anterior es una
serie geométrica, por lo cual
i 1 1—q+qgr
11m = = .
nmo M T T T T2

El evento M,, corresponde a que llueva y que el paraguas no esté en la casa (si lo estuviera, el senor
N se lo lleva consigo y no se moja). Por lo tanto, por independencia se tiene que

P(M,) = P(L,Cy) = P(Ly)P(Cy) = (1 = pn).

Tomando limite y reemplazando ¢ = r = 1/2, obtenemos

, , 1—qg+gr 1 1—%+i 1
nlirréOP(Mn)—r(l—nlirréopn)—r<1—1_q2+q274> _2<1_1—}1+51; =

Es decir, cuando han pasado muchos dias, la probabilidad de que el senior N se moje es de 1/14.



