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CONTROL # 1

Tiempo: 3 horas
P1. a) (2.0 ptos.) Una urna contiene n bolitas rojas y m azules. Se extraen bolitas sucesivamente hasta que
se hayan obtenido r rojas, con r < n. Calcule la probabilidad de que se extraigan k bolitas en total.
b) Sean Aj, As,... eventos de un espacio de probabilidad (2, P).
1) (2.0 ptos.) Pruebe la desigualdad de Boole:

P (G Ai) < iP(AJ

i=1
Indicacién: construya eventos disjuntos By, Ba, ... tales que B; C A; paratodoi > 1y |, B; =

U?; Ai-
2) (1.0 pto.) Pruebe que si P(4;) = 1 para todo ¢ > 1, entonces

P (ﬁA) 1

3) (1.0 pto.) Pruebe que si Y=, P(A;) < oo entonces

i=n

P2. Se dispone de infinitas bolitas indistinguibles, y de 7+ 1 urnas numeradas. Se comienzan a lanzar las bolitas
en las urnas de manera aleatoria hasta que la urna r 4+ 1 acumula T bolitas, instante en el cual se detiene
el experimento. Llamemos N a la variable aleatoria que denota el nimero total de bolitas utilizadas, y Xy,
a la variable aleatoria que denota el nimero de bolitas que quedaron en la urna k € {1,...,7}.

a) (1.5 pto.) ;Cudl es la distribucién de N?

b) (1.0 pto.) Suponiendo que N = n, jde cudntas formas pueden haber quedado repartidas las bolitas?

¢) (2.0 ptos.) Suponiendo que N = n, jde cudntas formas pueden haber quedado repartidas las bolitas
si ademds se sabe que Xj > my, para k € {1,...,7}? Suponga que T + Y, _, my < n.

d) (1.5 pto) Suponiendo que N = n, jcudl es la distribucién de X? ;Cuédl es la distribucién de X7 + X7

P3. El senor N viaja todos los dias en la manana desde su casa a la oficina, y en la tarde de vuelta a su casa.
El senor N tiene un paraguas, y cuando esté lloviendo se lo lleva para protegerse. Sin embargo, cuando no
estd lloviendo hay una probabilidad ¢ € (0, 1) de que olvide llevarse el paraguas y lo deje en su casa u oficina,
donde sea que se encuentre. Por lo tanto, es posible que un dia llueva y el senor N haya dejado su paraguas
en el otro lugar, en cuyo caso se mojara durante el viaje. La probabilidad que llueva un dia cualquiera
es r € (0,1), independiente de los otros dias; y cuando llueve, es durante todo el dfa. Consideremos los
eventos

L, = llueve el dia n
C,, = el paraguas esta en casa al comienzo del dia n
M,, = el senor N se moja el dia n

y llamemos p,, = P(C},). Suponga que al comienzo del dia 1 el paraguas se encuentra en casa.

a) (1.5 ptos.) Describa un espacio muestral @ adecuado para este experimento. Exprese los eventos L,
y C,, como subconjuntos de 2.

b) (2.5 ptos.) Calcule p, en términos de p,_1, y exprese el resultado como una ecuacién de la forma
Pn = a+ Bpnp_1, con a y [ adecuados.

¢) (1.0 pto.) Encuentre una expresién explicita para p, en términos de o y 5 (que no dependa de otros
p;). Calcule el limite de p,, cuando n — oo en funcién de q y 7.

d) (1.0 pto.) Exprese P(M,,) en funcién de p,. Para ¢ = r = 1/2, jcuél es la probabilidad que el sefior
N se moje cuando n es grande?



