Control 3 MA3403-3, 2010/1
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P1. Sea (X, : m > 1) una sucesiéon de variables aleatorias. Recuerde que
X, — 0 en Probabilidad si y solo si Ve > 0 se tiene li_>m P(|X,| >¢) =0. Se
n—oo
probara que X,, — 0 en Probabilidad si y solo si lim E(g(X,)) = 0, donde
n— 00

||

g(z) = Ti]s] Para z € R.

(i) Pruebe que la restriccion g : Ry — [0,1) es una biyeccion estrictamente
creciente.

(ii) Sea X una v.a. y € > 0.

(ii1) Pruebe que
P(X > ¢) = P(g(X) > g(e)) < g(e)'E(g(X)).

(112) Pruebe que
E (9(X)11x)zc) < g()P(X]| < o).
(#i3) Pruebe que
E (9(X)1jxj>e) < P(IX] > o).
(#4i1) Pruebe usando (iil), que nh_}n;o E(g(X,)) = 0 implica X,, — 0 en Proba-
bilidad.

(#4i2) Pruebe usando (#i2) y (43), que X,, — 0 en Probabilidad implica

P2. Recuerde que
L(v) = / e Yy""tdy para v > 0.
0

(i) Sean v > 0 y A > 0. Diremos que la v.a. positiva X se distribuye segtin
una Gamma(v, \), escribimos X ~ Gamma(v, \), si es absolutamente continua
y su funcién de densidad fx verifica fx = f donde f es la funcién de densidad
siguiente:

2" Le™® para z > 0,

y f(x)=0six <0.

Pruebe que la funcion generadora de momentos de X, ¢¥x(s) = E (e*SX) para
s > 0 verifica

bx(s) = (%H)‘”.



(ii) Pruebe que si X, ..., X,, son variables aleatorias positivas independientes tal
que X; ~ Gamma(v;, \) parai = 1,..,n, entonces > . ; X; ~ Gamma (Y ., v;, \).

Hint: La funcion de distribucion de una variable aleatoria positiva esté deter-
minada por su funcién generadora de momentos.

(iii) Sea Y ~ N(0,1). Pruebe que Y2 ~ Gamma(Z, 1).
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(iv) Sean Y1, ..., Y,, variables aleatorias i.i.d. con ¥; ~ N(0,1) (parai=1,..,n).
Entonces Y . ; V> ~ Gamma (%2, %)

Nota: La distribucion Gamma (g, %) se la denota x2 y se la llama chi-cuadrado
con n grados de libertad.

P3. (i) Sea X variables aleatoria con X ~ Poisson()A). Calcule la funcién
generadora de momentos de X, 1x(s) =E (e7*¥), s > 0.

(i1) Sean X y X variables aleatorias independientes con X; ~ Poisson(\;) para
i =1,2. Pruebe que X7 + X5 ~ Poisson(A\; + Az).

(#1i) Muestre que X condicionada al evento {X; + X5 = n} se distribuye segtin
una Binomial(n, ), calcule el valor de a.

Tiempo: 3 horas.

Nota: Los tres problemas tienen el mismo valor (2.0 punto). En el problema
1. las partes (4), (ii1), (ii2),(ii3),(iiil)e(i442) tiene todas igual valor. En los
problema 2. y 3. todas las partes tiene el mismo valor.



