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P.1. Validez de la solucién de la ecuacién de la cuerda vibrante

La serie -
u(z,t) = Z(An cosnt + By, cosnt) sin nx
n=1
con
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A, = = f(z) sinnz dz,
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B, = — [ g(z)sinnzdz
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converge uniformemente y absolutamente a la una solucién de la ecuaciéon de la cuerda vibrante con condiciones de
borde

0%u B 0%u
o = oe
u(0,t) =0 u(m,t) =0
u(@,0) = f@),  Oa,0) = g(a)

siempre que se tenga:
- £ de clase C2([0,]), con £(0) = f”(0) = f(r) = f"(m) =0,
= g de clase C1([0,7]) , con g(0) = g(r) = 0.

P.2. Polinomios de Bernoulli

Defina los polinomios de Bernoulli B, (z) por la férmula

ze"* >, B,(z) n

z _ - |
e 1 = nl

2.1 Las funciones B,, son polinomios en z y

n

Bu(x)=Y" <Z> Bz

k=0

Muestre que By(z) =1, Bi(z) =2 — 1/2, Ba(z) = 2% — 2+ 1/6, y Bs(z) = 23 — (3/2)2? + (1/2)z.

*Basado en Fourier Analysis, Stein & Shakarchi Cap. 3. erratas a ahernandez@dim.uchile.cl



2.2 Si n > 1 entonces

y si n > 2 entonces

2.3 Defina Sp,(n) = 1" +2™ 4 --- + (n — 1)™ y muestre que

(m +1)Sm(n) = Bpt1(n) — B

2.4 Pruebe que los polinomios de Bernoulli son los tinicos polinomios que cumplen:
I. By ([L’) =1,
1. B)(z) =nB,_1(z) para todon > 1,

111 fol B, (z)dr = 0 para n > 1, y muestre a partir de 2.2 se tiene
x+1
/ B, (t)dt = a".
x

2.5 Calcule la serie de Fourier de B;(x) para concluir que para 0 < z < 1 se tiene que

1 1 i sin 2wkx

Blr)=r-5="22"5
k=1
Integrando se llega a que
2(2n)! : cos 2rkx
B n — -1 n+1
2 (.Z‘) ( ) (27-(-)271 ]; L2k )
2(2n +1)! X sin 2nkx
_ n+1
B2n+1($) - (_1) (27T)2"+1 k2n+1
k=1
Finalmente, muestre que para 0 < z < 1,
n! e?frik:z:
B,(z) =—
@) = —Grm o

n#0

Observe que los polinomios de Bernoulli son, salvo normalizacion, sucesivas integrales de la funcién sierra.



