Analisis de Fourier
Auxiliar 1

Prot: Michal Kowalczyk Aux: Alvaro Hernandez”

P.1. Sucesiones de Cauchy y Series
Una serie de nimeros complejos {z,}22 , se dice que es convergente si existe z € C tal

que

lim |z, — 2| =0,
n—oo

y decimos que z es un limite de la sucesion.

1.1 Demuestre que una sucesién de nimeros complejos convergente tiene un tnico
limite.

La sucesion {z,}22, se dice que es de Cauchy si para todo € > 0 existe un natural N
tal que

|z — z2m| <& siempre que n,m > N.

1.2 Pruebe que una sucesién de nimeros complejos converge si y sblo si es una
sucesion de Cauchy.

Una serie ) | z, de nimeros complejos se dice convergente si la sucesion formada

por las sumas parciales

N
SN = E Zn
n=1

converge. Sea {a,}52, una sucesion de nimeros reales no negativos tal que la serie
o0
> onoq an converge.

1.3 Muestre que si z, es una sucesion de ntmeros complejos tal que |z,| < ap,
entonces la serie > | z, converge.
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P.2. Exponencial Compleja

Para z € C definimos la exponencial compleja por
n

R

00
o
n
n=0

2.1 Pruebe que la definicion de arriba tiene sentido mostrando que la serie converge
para cada complejo z. Ademas, muestre que la convergencia es uniforme sobre
cada subconjunto acotado de C.

2.2 Si z1, 20 son dos ntimeros complejos, pruebe que e*e*? = #1132,

P.3. Integrales

n

es periodica de periodo 27 y que

1 " inT _ 1 Sin207
o ). © dw‘{o sin 0.

3.1 Verifique que f(z) =e¢

3.2 Pruebe que si n,m > 1 se tiene

1 [7 1 sin=m,
— cos nx cos mx dr = .
71' 0 sin#m.

—T

3.3 Pruebe que

s
/ sin nx cosmx dr = 0 para todo n,m

J—m

P.4. Derivadas

Suponga que f es una funcién definida en (a, b) dos veces diferenciable y con derivadas
continuas. Muestre que cuando = y x + h pertenecen a (a, b) entonces se puede escribir

h2
fle+h) = f@)+hf' (@) + 5 £ (@) + h*¢(h),
donde ¢(h) — 0 cuando h — 0. Deducir que

fle+ W)+ fe—h) ~2f(x)
h2

1" (x) cuando h — 0.
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Figura 1: Posicién inicial de la cuerda pulsada.

P.5. Laplaciano en coordenadas polares

Muestre que la expresion del laplaciano

02 H?
~ o2 T o

en coordenadas polares estd dado por la formula,

P 10 10
or2  ror  1r200?

Ademas pruebe que
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P.6. La cuerda pulsada

En el caso de la cuerda pulsada, Figura 1, use la formula para los coeficientes de Fourier
de seno para mostrar que
2h sinmp
= —
m? p(m — p)
Para qué posicion de p los segundos, cuartos, etc. arménicos se pierden?, ;para los
terceros, quintos, etc?

P.7. Simetrias de funciones simplifican los coeficientes de Fourier

En este ejercicio mostraremos como las simetrias de una funcién implican ciertas pro-
piedades de los coeficientes de Fourier. Sea f una funcién 27 periodica integragle segin
Riemman definida en R

7.1 Muestre que la serie de Fourier de f puede escribirse como

F(60) ~ F(0) + Y[ (n) + f(=n)] cosnb + i[f(n) — f(—n)]sinné.
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Figura 2: Problema de Dirichlet en un rectangulo.

7.2 Pruebe que si f es par entonces f(n) = f(—n) y se obtiene una serie de cosenos.

7.3 Pruebe que si f es impar entonces f(n) = —f(—n) y se obtiene una serie de
senos.

7.4 Supongamos que f(0 + w) = f(0) para todo 6 € R, muestre que f(n) = 0 para
todo n impar.

7.5 Muestre que f es a valores reales si y solo si f(n) = f(—n) para todo n.

P.8. Problema

Considere el problema de Dirichlet ilustrado en la Figura 2. Mas precisamente, bus-
camos una solucion del estado estacionario de la ecuacion del calor Au = 0 en el
rectangulo R = {(z,y) : 0 < a < m, 0 <y < 1}, que es nula en los lados verticales de
Ry que
w(z,0) = fo(z) vy uz,1)=f(2),

donde fy y f1 son datos iniciales que fijan la distribucién de temperatura en los lados
horizontales del rectangulo. Use separaciéon de variables para mostrar que si fy y f1
tienen una expansion de Fourier

folz) = Z Apsinkx y  fi(z) = Z By, sin kx,
k=1 k=1
entonces

o=~ (sinhk(1 —y) sinh ky )
u(z,y) = ; ( T A+ - By, | sinkzx.

recordemos las definiciones de seno y coseno hiperbolico:

. et —e " et +e*
sinhy = —— vy coshx:T



