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P.1. Criterio de Dirichlet para la convergencia de Series

Suponga que {a,}N_; y {b,}_, son dos sucesiones finitas de ntimeros complejos. Sea Bj, = Z,ﬁzl

de la serie > b, con la convencion de que By = 0. Pruebe la siguiente férmula de suma por partes

bx 1la suma parcial

N N-1

E anb, = anBn —ayByr—1 — E (@p+1 — an)Bny.
n=M n=M

A partir de esta formula deducir la prueba de de convergencia para series de Dirichlet: si las sumas parciales de la
serie Y b, son acotadas y si {a,} es una sucesion de nimeros reales que decrece a cero, entonces » . a,b, converge.
P.2. A mayor suavidad, mas rapido es el decaimiento de los coeficientes de Fourier

Suponga que f es una funcién 27 periodica y de clase C*. Muestre que

f(n) =0 (1/|n|¥) cuando |n| — oo

P.3. Convergencia en L' implica convergencia de los coeficientes de Fourier

Suponga que {fi}72, es una sucesion de funciones Riemman integrables sobre el intervalo [0, 1] tales que

1
/ |fx(z) — f(2)|dz — 0 cuando k — oco.
0

Muestre que fx(n) — f(n) uniformemente en n cuando k — occ.

P.4. Convergente = Cesaro Sumable = Abel Sumable

El proposito de este ejercicio es mostrar que la sumabilidad segin Abel es mas fuerte que los métodos estandar de
Cesaro.

4.1 Pruebe que si una serie de nimeros complejos > ¢, converge a s entonces » ¢, es sumable Cesaro a s.
4.2 Dé un ejemplo de una serie que sea Cesaro sumable, pero no convergente.
4.3 Muestre que si la serie de nimeros complejos > | ¢, convenge a un limite finito s entonces la serie es sumable
Abel a s. Para ello siga los pasos:
. N n N—-1 n N
I. Muestre que si sy =co+---+cn, so =0 entonces > " qc,r™ = (1 —7) > ) Spr1r™ + Snp1r .
11. Haciendo tender N a infinito muestre que Y ¢, 7" = (1 — ) >_ s, 7™,

111. Finalmente muestre que el lado derecho converge a cero cuando r — 1.

4.4 Sin embargo existen series sumables Abel que no convergen.

4.5 Argumente de la manera similar para mostrar que si una serie > -, ¢, es Cesaro sumable a o entonces es Abel

sumable a o. (Hint: notar que >_ ¢,r" = (1 — )% no,r",, donde o, es la n-ésima media de Cesaro de {c,})



4.6 Dé un ejemplo de una serie que sea Abel sumables pero no Cesaro sumable. (Hint: tratar con ¢, = (=1)""1n.
Notar que si Y ¢, es Cesdro sumable entonces ¢, /n tiende a cero.)

4.7 El teorema de Tauber que dice que bajo ciertas condiciones adicionales sobre los coeficientes ¢,, las flechas de
arriba pueden invertirse

I. Si Y ¢, es Cesaro sumable a o y ¢, = o(1/n), i.e. nc,, — 0, entonces > _ ¢, converge a o (Hint: s, — 0,, =
[(mn—1)en + -+ c2]/n.)

1. La afirmacion anterior sigue siendo valida si se reemplaza Cesaro sumable por Abel sumable. (Hint: Estime
la diferencia entre 25:1 Cny Zﬁ;l cpr™ conr=1—1/N.)

P.5. Kernel de Fejér
Pruebe que el kernel de Fejér estd dado por

1 sin?(Nz/2)

Fy(e) = N sin?(z/2)

Hint: Recuerde que NFy(x) = Zf;ol D, (z), donde D,,(z) es el kernel de Dirichlet. Luego si w = ¢ entonces

N-1 wfn _ wn+1
NEx(@) = 2, == —
n=0

P.6. Funciones Riemman integrables con discontinuidades en un denso numerable

Uno puede construir funciones Riemman integrables en [0, 1] que tanga un conjunto denso de discontinuidades como
sigue:

6.1 Sea f(z) = 0 cuando z < 0y f(z) = 1 si > 0. Elija una sucesion {r,} en [0,1] que sea densa numerable.
Entonces la funcién
— 1
=2l

es Riemman integrables y tiene discontinuidad en r,, para todo n. (Hint: F' mondtona y acotada)

6.2 Luego considere

Fa)= Y oo — )

n=1

donde g(z) = sinl/x si z # 0y ¢g(0) = 0. Entonces F es integrable, descontinua en cada r, y no es mondtona
en cada subintervalo de [0,1]. Hint: use el hecho que 37% > %~ _, 37"

6.3 El ejemplo original de Riemman es la funcién

_ Z:l (7;?)

donde () = x para x € (—1/2,1/2] y extendida a R periodicamente, esto es (z + 1) = (z). Se puede mostrar
que F' es discontinua en = m/2n para n,m € Z con m impar y n # 0.

P.7. El kernel de Dirichlet no es un buen kernel

Sea Dy el kernel de Dirichlet
N

S iko _ Sin((V +1/2)6)
D (6) TS T T ez
y defina
1 U
Iv=5-| |DN(9)|d9.



7.1 Pruebe que
Ly > clogN

para alguna constante ¢ > 0. Para ello siga los siguientes pasos:

I. Muestre que
sin (N +1/2)6)

>
|DN(9)‘—C |9‘

11. Cambie de variables y muestre que

N7 | -
LNzc/ |b|1;1|9|d9+0(1).

11I. Escriba la integral como una suma Z,Ij;ll k(:ﬂ)ﬂ y finalmente use el hecho que Y 7_, 1/k > clogn.

Una estimacién mas cuidadosa da 4
Ly = ﬁlog]\f—i-O(l)

7.2 Pruebe lo siguiente como una consecuencia: para cada n > 1 existe una funcién continua f,, tal que |f,| <1y
[Sn(f2)(0)] > ¢ logn. Hint: la funcién g, que es igual a 1 cuando D,, es positivo y —1 cuando D,, en negativo
tiene la propiedad deseada, pero no es continua. Aproxime g,, en norma integral (en el sentido del Lema 3.2 del
texto) con funciones continuas hy, con |hy| < 1.



