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Problema 1

Definimos la derivada de la delta de Dirac centrada en a > 0 para f ∈ C1([0,+∞),R) mediante la relación
(¡claramente no es una función!) ∫ +∞

0

δ′(x− a)f(x)dx = −f ′(a)

(a) Calcule la transformada de Laplace de δ′.

(b) Resuelva la ecuación
y′′ + y = δ′(x− a), y(0) = y′(0) = 0 (1)

Problema 2

(a) Encuentre funciones f1, f2 : [0,+∞)→ R tales que

L[f1](s) = ln
s2 − 1
s2 + 1

y L[f2](s) =
1

(s2 + 1)3

(b) Sea

f(x) =


1 si 2k ≤ x < 2k + 1, k ∈ {0, . . . , 9}
0 si 2k + 1 ≤ x < 2k + 2, k ∈ {0, . . . , 9}
1 si x ≥ 20

Encuentre la solución del problema de condición inicial en [0,+∞)

y′′ + y = f, y(0) = 0, y′(0) = 0 (2)

Problema 3

Mediante transformada de Laplace encuentre una solución del problema

xy′′ + 2(x− 1)y′ − 2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1 (3)

L(f)[s] :=
∫ +∞

0
e−sxf(x)dx L(f (n))[s] = snL(f)[s]−

∑n−1
k=0 s

kf (n−1−k)(0)

L(f)[s− a] = L(eaxf(x))[s] L(tnf(t)) = (−1)n dn

dsn (L(f)[s])

L (Ha(t)f(t− a)) [s] = e−asL(f)[s] L(f ∗ g)[s] = L(f)[s]L(g)[s]
L(eax)[s] = 1

s−a , s > a L(sin ax)[s] = a
s2+a2

L(xλ)[s] = Γ(λ+1)
sλ+1 L(cos ax)[s] = s

s2+a2

L(δa)[s] = e−sa L(Ha)[s] = e−sa/s



Desarrollos pendientes

Convolución sinx ∗ sinx ∗ sinx

Recordemos que

sinx ∗ sinx = −1
2
x cosx+

1
2

sinx

Entonces

(sinx ∗ sinx) ∗ sinx =
∫ x

0

(sinx ∗ sinx)(t) sin(x− t)dt

=
∫ x

0

(
−1

2
t cos t+

1
2

sin t
)

sin(x− t)dt

= −1
2

∫ x

0

t cos t sin(x− t)dt+
1
2

∫ x

0

sin t sin(x− t)dt

Notemos que la segunda integral es igual a 1
2 sinx ∗ sinx, de modo que no necesitamos calcular esa integral.

En cuanto al primer término,∫ x

0

t cos t sin(x− t)dt =
1
2
t2 cos t sin(x− t)

∣∣∣∣t=x
t=0

+
1
2

∫ x

0

t2(sin t sin(x− t) + cos t cos(x− t))dt

=
1
2

∫ x

0

t2 cos(x− 2t)dt

=
1
4
t2 sin(2t− x)

∣∣∣∣t=x
t=0

− 1
2

∫ x

0

t sin(2t− x)dt

=
1
4
x2 sinx− 1

2

∫ x

0

t sin(2t− x)dt

=
1
4
x2 sinx− 1

2

(
−t
2

cos(2t− x)
∣∣∣∣t=x
t=0

+
1
2

∫ x

0

cos(2t− x)dt

)

=
1
4
x2 sinx− 1

2

(
−x
2

cosx+
1
4

sin(2t− x)
∣∣∣∣t=x
t=0

)

=
1
4
x2 sinx− 1

2

(
−x
2

cosx+
1
2

sinx
)

=
1
4
x2 sinx+

x

4
cosx− 1

4
sinx

Por lo tanto,

(sinx ∗ sinx) ∗ sinx =
−x2

8
cosx− x

8
cosx+

1
8

sinx− x

4
cosx+

1
4

sinx

= −x
2

8
sinx− 3

8
x cosx+

3
8

sinx

2



Cálculo de x ∗ xe−2x

Calculemos primero dos integrales (¡por partes!):∫ x

0

te−2tdt =
−1
2
te−2t

∣∣∣∣t=x
t=0

+
1
2

∫ x

0

e−2tdt

=
−1
2
xe−2x − 1

4
(e−2x − 1)

=
1
4
− x

2
e−2x − 1

4
e−2x,

−
∫ x

0

t2e−2tdt =
1
2
t2e−2t

∣∣∣∣t=x
t=0

+
∫ x

0

te−2tdt

=
x2

2
e−2x +

1
4
− x

2
e−2x − 1

4
e−2x

Por lo tanto,

y(x) = Cx ∗ xe−2x

= C

∫ x

0

(x− t)te−2tdt

= Cx

∫ x

0

te−2tdt− C
∫ x

0

t2e−2tdt

= C

[
x

4
− x2

2
e−2x − x

4
e−2x +

x2

2
e−2x +

1
4
− x

2
e−2x − 1

4
e−2x

]
Simplificando esta expresión llegamos al resultado que vimos en la clase.
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