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Problema 1

Calcule la solución general en (
√

2− 1,+∞) de la ecuación

(1− 2x− x2)y′′ + 2(1 + x)y′ − 2y = 0 (1)

Solución

Encontremos una solución por inspección —no nula, para que sea linealmente independiente— de (1).
Sea y1(x) = x+ 1 y probemos que satisface (1). En efecto, y′1(x) = 1, y′′1 (x) = 0; luego,

(1− 2x− x2)y′′1 (x) + 2(1 + x)y′1(x)− 2y1(x) = 0 + 2(1 + x) · 1− 2(1 + x)
= 0 ∀x ∈ R

La intuición para tomar x+ 1 en vez de x viene de primero tomar x y ver que el resultado es constante
e igual a 2.

Usaremos entonces la fórmula de reducción de orden, escribiendo (1) como

y′′ +
2(1 + x)

1− 2x− x2
y′ − 2

1− 2x− x2
y = 0

i.e. p(x) = −2(x+1)
(x+1)2−2 . Escrito de esta manera, es fácil ver que∫

2(1 + x)
(x+ 1)2 − 2

dx = ln
(
(x+ 1)2 − 2

)
Por lo tanto, la fórmula de reducción de orden nos da que

y2(x) = y1(x)
∫
e−

∫
p(x)

y2
1(x)

dx

= (1 + x)
∫
eln((x+1)2−2)

(1 + x)2
dx

= (1 + x)
∫

(x+ 1)2 − 2
(1 + x)2

dx

= (1 + x)x+ (1 + x)
∫
−2dx

(1 + x)2

= x(1 + x) +
1 + x

1 + x
· 2

= x(1 + x) + 2

*Los enunciados originales de los problemas 1 al 3 son del curso dictado por M. del Pino en otoño 2006.
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Verifiquemos que estas soluciones son linealmente independiente:

W (y1, y2) = y1y
′
2 − y′1y2

= (1 + x)(2x+ 1)− x(1 + x)− 2
= (x+ 1)2 − 2

de donde las soluciones son linealmente independiente si x >
√

2− 1, de modo que la solución general de (1)
es

y(x) = C1(1 + x) + C2(x2 + x+ 2)

Problema 2

Encuentre la solución general en (0, π) de

4y′′ + 36y =
1

sin 3x
(2)

Solución

La ecuación homogénea asociada a (2) es y′′ + 9y = 0. Su polinomio caracteŕıstico es

λ2 + 9 = 0 ⇒ λ = ±3i

Por lo tanto, la solución homogénea es yH(x) = C1 cos 3x+ C2 sin 3x. No podemos usar constantes indeter-
minadas, puesto que 1

sin 3x no puede escribirse en la forma eµx para µ ∈ C. Por lo tanto, usaremos variación
de parámetros. Dejamos propuesto al lector probar que si y1(x) = cos 3x, y2(x) = sin 3x, entonces

W (y1, y2) ≡ 3

Escribiendo g(x) = 1
4 sin 3x (¡es muy importante que escribamos (2) con y′′ sin coeficiente al lado!), calculemos

la solución particular

yp(x) = −y1(x)
∫

g(x)y2(x)
W (y1, y2)(x)

dx+ y2(x)
∫

g(x)y1(x)
W (y1, y2)(x)

dx

La primera integral es ∫
1

sin 3x
· 1

3 · 4
sin(3x)dx =

1
12
x

y la segunda es ∫
1

sin 3x
· cos 3x

3 · 4
dx =

1
12

∫
cos 3x
sin 3x

· 3
3
dx

=
1
36

ln | sin 3x|

Agrupando,

yp(x) = − 1
12
x cos 3x+

1
36

sin 3x ln | sin 3x|

⇒ y(x) = yH(x) + yp(x)

= C1 cos 3x+ C2 sin 3x− 1
12
x cos 3x+

1
36

sin 3x ln | sin 3x|

para C1, C2 ∈ R.
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Problema 3

Para x > 0, resuelva

x2y′′ + 2xy′ − 6y = 50
lnx
x3

, y(1) = 1, y′(1) = 5 (3)

Solución

Resolvamos la ecuación homogénea

x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0

Supongamos una solución de la forma xα (la ecuación caracteŕıstica a posteriori nos dice que este supuesto
es correcto, en general hay que proceder con el cambio de variable x = et). Reemplazando,

α(α− 1)xα + 2αxα − 6xα = 0
⇔ α2 + α− 6 = 0

de donde α = −3 ∨ α = 2, de modo que y1 = x−3 e y2 = x2 son soluciones de la ecuación homogénea. Su
Wronskiano es

W (y1, y2) = y1y
′
2 − y2y′1

= x−3 · 2x− x2 · (−3x−4)

= 2x−2 + 3x−2

= 5x−2

por lo que las soluciones obtenidas —recordemos que x > 0 en esta ecuación— son linealmente independien-
tes.

Usando la fórmula de variación de parámetros tendremos una solución particular de (3): primeramente
notemos que si k > 1, entonces, por integración por partes,∫

lnx
xk

dx =
1

(1− k)xk−1
lnx− 1

1− k

∫
dx

xk

=
1

(1− k)xk−1
lnx− 1

(1− k)2xk−1

En la fórmula de variación de parámetros, usaremos g(x) = 50 ln x
x5 (recordemos que debemos normalizar

primero la ecuación),

yp(x) = −y1(x)
∫

g(x)y2(x)
W (y1, y2)(x)

dx+ y2(x)
∫

g(x)y1(x)
W (y1, y2)(x)

dx

= −x−3

∫
10x2 · x2 lnx

x5
dx+ x2

∫
10 lnx

x3 · x5 · x−2
dx

= −x−3 · 5 ln2 x+ 10x2

(
− lnx
5x5

− 1
25x5

)
=
−5 ln2 x

x3
− 2 lnx

x3
− 2

5x3

de modo tal que la solución es y(x) = C1x
−3 + C2x

2 − 5 ln2 x
x3 − 2 ln x

x3 − 2
5x3 . Imponiendo y(1) = 1, y′(1) = 5,

nos queda C1 = −3
5 , C2 = 2, siguiendo que la solución es

y(x) = −x−3 + 2x2 − 5 ln2 x

x3
− 2 lnx

x3
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Problema 4

Usando coeficientes indeterminados, encuentre la solución general de

y′′ − y′ − 2y = (x3 + x)e−2x (4)

Solución

El polinomio caracteŕıstico es λ2 − λ− 2 = 0, cuyas soluciones son λ = −1∨ λ = 2. Como la exponencial
tiene un coeficiente −2, entonces

yp = (A0 +A1x+A2x
2 +A3x

3)e−2x

y′p = (A1 + 2A2x+ 3A3x
2)e−2x − 2yp

y′′p = (2A2 + 6A3x)e−2x − 2(y′p + 2yp)− 2y′p

Por lo tanto,

y′′p − y′p − 2yp = (2A2 + 6A3x)e−2x − 4y′p − 4yp − y′p − 2yp
= (2A2 + 6A3x)e−2x − 5(A1 + 2A2x+ 3A3x

2)e−2x + 4(A0 +A1x+A2x
2 +A3x

3)e−2x

y al igualar con el lado derecho de (4) nos queda el sistema
4 −5 2 0
0 4 −10 1
0 −15 4 0
0 0 0 4




A0

A1

A2

A3

 =


0
1
0
1


La solución del sistema es (A0, A1, A2, A3) = (295

128 ,
71
32 ,

15
16 ,

1
4 ), de modo tal que la solución general de (4) es

y(x) = C1e
−x + C2e

2x +
(

295
128

+
71
32
x+

15
16
x2 +

1
4
x3

)
e−2x

Problema 5

Utilice el método de coeficientes indeterminados para encontrar la solución general de

y′′ + y′ = (x− 1) sinx (5)

Solución

El polinomio caracteŕıstico es λ2 + λ = 0, de modo que λ = 0 ∨ λ = 1. En este caso el coeficiente dentro
de la exponencial es i, por lo que tomaremos

yp = (A0 +A1x) sinx+ (B0 +B1x) cosx
y′p = A1 sinx+ (A0 +A1x) cosx+B1 cosx− (B0 +B1x) sinx

= (A1 −B0 −B1x) sinx+ (A0 +B1 +A1x) cosx
y′′p = −B1 sinx+ (A1 −B0 −B1x) cosx+B1 cosx− (A0 +A1x+B1) sinx

= (−2B1 −A0 −A1x) sinx+ (A1 +B1 −B0 −B1x) cosx
⇒ y′′p + y′p = (A1 −B0 − 2B1 −A0 −A1x−B1x) sinx+

+(A1 +B1 −B0 +A0 +B1 +A1 +A1x−B1x) cosx
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Resolvamos primero para los coeficientes de x: como−A1−B1 = 1, A1−B1 = 0, nos quedaA1 = −1
2 , B1 = −1

2 .
Reemplazando, nos quedan las ecuaciones para los coeficientes que acompañan a sinx y cosx:

1
2
−B0 −A0 = −1

−3
2
−B0 +A0 = 0

de modo tal que B0 = 0, A0 = 3
2 , y la solución general de (5) es

y(x) = C1 + C2e
x +

3
2

sinx− 1
2
x sinx− 1

2
x cosx

Cabe mencionar que cuando, en lugar de escribir eix, escribimos desarrollados senos y cosenos, los coefi-
cientes del polinomio tienen que cambiar (esto es, no es correcto escribir (A0 +A1x)(sinx+ cosx)).
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