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Problema 1

Calcule la solucién general en (v/2 — 1, +00) de la ecuacién

(1 -2z —a®)y" +2(1+a)y —2y=0 (1)

Solucién
Encontremos una solucién por inspeccién —no nula, para que sea linealmente independiente— de (1).
Sea y1(z) = x + 1 y probemos que satisface (1). En efecto, ¢f(z) = 1,y (z) = 0; luego,
(1 -2z —2?)y)(z) +2(1 + 2)yj(z) —2y1(x) = 0+2(1+2)-1—2(1+x)
= 0 VzeR

La intuicién para tomar x 4+ 1 en vez de x viene de primero tomar x y ver que el resultado es constante
e igual a 2.

Usaremos entonces la férmula de reduccién de orden, escribiendo (1) como

20 41x) 2

1
y +1—2x—x2 1— 2z — 22

y=0

ie p(z) = % Escrito de esta manera, es facil ver que

2(1+ ) B B
/md:p =In((z+1)*-2)

Por lo tanto, la férmula de reduccién de orden nos da que

e— I p(@)
w@) = ne [

yi(@)
= (1+2) / eln((l(tl;j) dx
_ (HI)/WCZI
_ (1+x)x+(1+x)/(1fcg2
= x(1+x)+1ii-2
= a(l+2)+2

*Los enunciados originales de los problemas 1 al 3 son del curso dictado por M. del Pino en otofio 2006.



Verifiquemos que estas soluciones son linealmente independiente:

W(yi,y2) = y1ys — Y192
= (1+2)2z+1)—z(l+z)—2
= (z+1)*-2

de donde las soluciones son linealmente independiente si > v/2 — 1, de modo que la solucién general de (1)
es

y(z) = C1(1 +2) + Co(2* + 2+ 2)

Problema 2

Encuentre la solucién general en (0, 7) de

4y" + 36y = sin 3x

Solucion

La ecuacién homogénea asociada a (2) es y” 4+ 9y = 0. Su polinomio caracteristico es
M +9=0= \=+3i

Por lo tanto, la solucién homogénea es yg(x) = Cy cos 3z + Cy sin 3z. No podemos usar constantes indeter-

minadas, puesto que sin13:r no puede escribirse en la forma e#* para p € C. Por lo tanto, usaremos variacion

de pardmetros. Dejamos propuesto al lector probar que si y;(z) = cos 3z, y2(x) = sin 3z, entonces

Wy, y2) =3
Escribiendo g(z) = 75455 (ies muy importante que escribamos (2) con y” sin coeficiente al lado!), calculemos
la solucién particular
Yp( —y1( x4+ 12 ( / dz
' /Wyl,yz ’ Wyl,yz
La primera integral es
1 1 (32)d 1
g -
sin3zr 3-4 n(3z)dz = 12:1:
y la segunda es
/ '1 .cos3md$ _ 1 0983x~7d:v
sindx 3-4 12 J sin3x 3

1
= % In | sin 3z

Agrupando,
() = —wcos3s+ m sin3eln|sin3s]
yp(z) = 5% cos3z + o sin3zln [ sin 3z
= y@) = yu(x)+yp(e)

1 1
= Cicos3z+ Cysin3z — 13 cos 3x + 36 sin 3z In | sin 3z

para C1,C5 € R.



Problema 3
Para x > 0, resuelva

In
2”+lw-4w—503,yﬂ) Ly (1)=5 (3)

Solucién
Resolvamos la ecuacién homogénea

22y 4+ 2xy’ — 6y =0

Supongamos una solucién de la forma z® (la ecuacién caracteristica a posteriori nos dice que este supuesto
es correcto, en general hay que proceder con el cambio de variable z = e'). Reemplazando,

ala — Dz 4 202% — 62 = 0
sad’+a—-6 = 0
de donde o = —3 V a = 2, de modo que y; = 3 e y» = 2 son soluciones de la ecuacién homogénea. Su

Wronskiano es

W (y1,92) = 195 — yayy
=273 22— 2% (=327%)
=272 4+3272
=5z 2

por lo que las soluciones obtenidas —recordemos que x > 0 en esta ecuacién— son linealmente independien-
tes.

Usando la férmula de variacién de pardmetros tendremos una solucién particular de (3): primeramente
notemos que si k > 1, entonces, por integraciéon por partes,

/lnxd 1 | 1 dz
—dxr = n— —
(1 —k)zk—1 1—kJ zk
1 ! 1
= ne—
(1—Fk)ak1 (1 —Fk)2zk-1
En la férmula de variacién de pardmetros, usaremos g(x) = 50;% (recordemos que debemos normalizar
primero la ecuacién),
x) = - dx + / dx
Yp() yi(z /Wmm @ yo(z Www
1022 - 22 Inx 10lnz
_ -3
= -z / po; dx /x3-x5-x_2dx
—Inz 1

_ -3 2 2

= —z °-5In"x+ 10z (51}5 _251:5)

- —5ln*z 2z 2

N a3 a3 53
de modo tal que la solucién es y(z) = Crz73 + Coz? — M e (1)=1,4y/(1) =5,
nos queda C7 = %3, C5 = 2, siguiendo que la solucion es

y(z) = —273 + 227 —

3 3



Problema 4

Usando coeficientes indeterminados, encuentre la solucion general de

y//_y/_2y: (5634-1‘)6_23: (4)
Solucién
El polinomio caracteristico es A> — A — 2 = 0, cuyas soluciones son A = —1V XA = 2. Como la exponencial
tiene un coeficiente —2, entonces
yp = (AO + All‘ —|— AQJUQ + A3$3)€72I
y; = (A]_ + 2A2$ + 3A3$2)6_2x — 2yp
y, = (24x+ 6As3x)e 2 — 2(y,, + 2yp) — 2y,
Por lo tanto,
" / _ —2z / /
Yp —Up —2yp = (2A2+6A3z)e™ ™" — 4y, — 4y, — y, — 2y,

= (2142 + 6A3x)672x — 5(A1 + 2Asx + 3143.132)672z + 4(A0 + Az + AQQJZ + 143.1‘3)672m

y al igualar con el lado derecho de (4) nos queda el sistema

4 -5 2 0 Ay 0
0 4 -10 1 A ] [ 1
0 —-15 4 0 4, | 7| o
0 0 0 4 As 1

295 71 15 1
1287 327 16’ 4

205 71 15 5, 1 4\ o,
s 3 T T )e

La solucién del sistema es (A, A1, As, A3) = ( ), de modo tal que la solucién general de (4) es

y(x) = Cre™™ + Coe®® + <

Problema 5

Utilice el método de coeficientes indeterminados para encontrar la solucién general de
y'+y =(x—1)sinz (5)

Solucion

El polinomio caracteristico es A> + A = 0, de modo que A = 0V XA = 1. En este caso el coeficiente dentro
de la exponencial es ¢, por lo que tomaremos

yp = (Ao + Aiz)sinz + (Bo+ Bix)cosz
y, = Aisinz+ (Ao + Ayx)cosx + Bycosx — (By + Bix)sinz
(A1 — By — Byz)sinz + (Ag + By + Ajx) cosx
—Bysinz + (A1 — By — Bix)cosx + By cosx — (Ag + A1z + By)sinz
(=2B1 — Ag — A1x)sinz + (A1 + By — By — Bix) cosx
= y;,’—ky; = (A1 — By —2By — Ay — Az — Byx)sinx +
+(A1+ By — By + Ao+ B1 + A1 + Ajx — Biz) cos

1"
Yp



Resolvamos primero para los coeficientes de 2: como —A;—B; = 1, A;—B; = 0, nos queda A; = =%, B; = 3L,
Reemplazando, nos quedan las ecuaciones para los coeficientes que acompanan a sinz y cos x:

1

——By—-4 = -1
2 0 0

3

7§7B0+A0 = O

de modo tal que By =0, Ay = 2, y la solucién general de (5) es
3 . 1 . 1
y(x) = Cy + Cae® + 5 sinz — czsing — Swcosw

Cabe mencionar que cuando, en lugar de escribir '@, escribimos desarrollados senos y cosenos, los coefi-
cientes del polinomio tienen que cambiar (esto es, no es correcto escribir (Ag + Ayz)(sinx + cosx)).
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