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Analiticidad

Una funcion analitica es una funciéon que puede ser localmente expandida en series de Taylor (series
de potencias). Groseramente hablando, funciones analiticas son una familia mas amplia que la de
las funciones polinomiales, pero que ain preserva ciertas propiedades de estos.

Punto singular regular :

Consideremos la siguiente ecuacion:
y' +p@)y +q(x) =0 (1)

Un punto zg se dice singular regular si:

i) p(z), o q(x) no son analiticas en xq (singular).

ii) (x —x0)p(z) y (x — 20)?q(z) son analiticas en xq (regular).

Teorema | Teorema de Frobenius
Si & = xp es un punto singular regular de la ecuacion (1), entonces existe al menos una solucion en
serie de la forma:

y(x) =Y an(x —z)"*", (2)
n=0

En donde r es una constante por determinar. Esta serie converge al menos en un intervalo del tipo
O0<z—2x20<R.

Ejemplo Serie de potencias en torno a un punto singular regular
xg = 0 es un punto singular regular de la ecuaciéon diferencial:

3vy" +y —y=0 (3)

Proponemos por el teorema anterior una solucion del tipo y(z) = >~°°  an(z — 29)™"", obteniendo
lo siguiente:
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Sigue que por igualdad de series (igualar la serie de la izquierda con la serie nula), se tiene que cada
uno de los coeficientes que acompaian a x’, Vi > —1 deben ser 0. Obtenemos de esta manera:

r(3r —2)ag =0 (4)
(k+1+7)Bk+3r+1)agt1 —ar=0, VkE>0 (5)
De (4) no se gana nada con que ag sea 0, por lo que se tiene que r(3r —2) = 0. De donde r; = 3, y
r9 = 0.
Por otro lado de (5), se tiene que:

ay

= Vk>1 6
G 1+ n)Bkr3r+1) = (6)

Luego para r1 tenemos que (6) nos queda como:
Akt1 = o = o w VE>1 (7)

(k+1+2)(3k+2+1) (%%&%@k+@ (Bk+5)(k+1)" ~~

Y para 72, (6) se transforma en:

ag ag
G 1+ 0)Bk+0+1)  (k+D)Bk+1) = (®)




Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

Al iterar (7), se obtiene:

ay = 0
L))
o — @ ao
T (3)(2)  2A()(8)
a9 a
BTANE) T 3G)E)(1)
ap = a0 , Vn>1
n!(5)(8)(11) --- (3n +2)
Al iterar (8), se obtiene:
ap = 0
)
a al . agn
2T 2@ 21)@)
az ao
BT T 3L@H)
Ap = a‘O. Vn > 1

Finalmente hemos obtenidos 2 soluciones (l.i.) de la ecuacion (3), que vienen dadas por:

s 0o 1 n
Y1 = agT3 1+;n!(5)(8)(11)"'(3n+2)x (9)
= q .’EO 3 : xn

Y por lo tanto la soluciéon general seria y(z) = Cry; + Cayso.

Fuente: Dennis G. Zill, Ecuaciones Diferenciales.



