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P1 Sea x ∈ R, y A =

[
a b
−b a

]
, demuestre que se tiene:

eAx = eax
[

cos bx sin bx
− sin bx cos bx

]

P2 Sea A ∈Mn×n(R) a coeficientes constantes. Se define eAt =

∞∑
k=0

Aktk

k!
. Suponga que para ciertos

números λ ∈ R, m ∈ N se tiene que (A− λI)m = 0, es decir, la matriz (A− λI) es nilpotente.

i) Demuestre que

eAt = eλt
[
I + t(A− λI) + · · ·+ tm−1

(m− 1)!
(A− λI)m−1

]
ii) Calcule la matriz exponencial de A =

 2 1 3
0 2 −1
0 0 2



P3 Sea A una matriz simétrica de n× n a coeficientes constantes y supongamos que y : R→ Rn es
diferenciable.

i) Demostrar que
d

ds

([
Ay(s)

]T
y(s)

)
= 2
[
Ay(s)

]T
y′(s).

ii) Si y satisface la ecuación diferencial y′′ +Ay = 0, demuestre que existe una constante C ∈ R
tal que:

‖ y′(s) ‖2 +
[
Ay(s)

]T
y(s) = C.

P4 i) Sean X1(t), X2(t) dos soluciones del sistema X ′(t) = A(t)X(t) en RN , donde la función
matricial t 7−→ A(t) es continua. Pruebe que si X1(0) y X2(0) son paralelos, entonces
X1(t) y X2(t) son paralelos ∀t.

ii) Sean X1(t), X2(t) dos soluciones del sistema X ′(t) = AX(t) en RN ,con A una matriz
antisimétrica (AT = −A) a coeficientes constantes. Pruebe que si X1(t0) y X2(t0) son
perpendiculares, entonces X1(t) y X2(t) son perpendiculares ∀t.

P5 Sea Φ(t) la matriz fundamental de X ′(t) = A(t)X(t), y sea W (t) = det Φ(t)= det
[
φ1(t), · · · , φn(t)

]
.

Demuestre que:
W (t) = W (τ)e

∫ t
τ tr[A(s)]ds, ∀τ < t ∈ R.
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